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Vorwort

Dies ist eine Mitschrift, kein Skript! Fiir eventuelle Fehler iibernimmt
niemand die Verantwortung, sollten allerdings welche entdeckt werden

freue ich mich uber Hinweise.

WICHTIG: Auch dient die Mitschrift nicht als Ersatz fiir die Vorlesung,
wichtige Bemerkungen und Erklarungen des Dozenten tauchen nicht auf.

Ich empfehle euch also trotzdem regelmafiig zur Vorlesung zu gehen.

Tipp: Nicht immer gleich ausdrucken wenns online ist, im aktuellen Teil
sind immer massenhaft Tippfehler die ich erst dann korrigiere wenn sie

mir auffallen(d.h. wenn ich die Woche darauf damit arbeite).
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1. Rechnerarithmetik und Rundungsfehler

Normalisierte Gleitkommazahl

Exponent

+0,12345-10 —
N— e’

Mantisse

+0, 12345E — 14 und die Null!

Unsere Beispiele:

Dezimalsystem, 5 Dezimalstellen
+0,12345F + 122

bel grofler Exponent. (schlieft "underflow” und ”overflow” aus)

IEEE-Standard

Dualsystem

) Mantisse 23 bit
32 bit (real) ‘Exponent 8 bit
Vorzeichen 1 bit

“Mantisse 52 bit
‘Exponent 11 bit
Vorzeichen 1 bit

64 bit (double)

Rundungsoperator

G =Menge der Gleitkommazahlen
rd : R — G Rundungsoperator
[z —rd(z)| < |r —gl.geG

Beispiel 1.1:

rd(7,12341234...) = rd(0.712341234...10")= 0.71234F + 1
rd(7,12345678...) = rd(0.712345678...10') = 0.71235F + 1
rd(0,999999999...) = 0.10000F + 1

relativer Fehler:

(x #0)

rd(z)—x

<5-107°

5.10~6
S ’ Mantisse




(bei 5 Dezimalstellen)
rd(z) =x(1+¢) , || <5-107° (gilt auch fiir rd(0) = 0)

ideale Gleitkommaoperationen

x,y Gleitkommazahlen
r@y=rd(z+y)
oy =rd(z—y)
r©y=rd(z-y)
roy=rd(z/y), y #0

reale Maschinenoperationen

x,y Gleitkommazahlen
r@y=(x+y)(l+e)
roy=(x—y)(l+e9)
rOy=(r-y)(1l+e3)
vy = (z/y)(1+e4)
leil = lei(z,y)| < &

e* Maschinengenauigkeit

Bemerkung:

Diese Beziehungen sind Grundlage jeder Rundungsfehleranalyse.

Vorsicht:
Das Assoziativgesetz der Addition und Multiplikation und das

Distributivgesetz gelten nicht exakt.

Beispiel 1.2

Berechnung des Skalarprodukts s = > x;1; nach dem Algorithmus.
i=1
$1 = T

Skt1 = Sk + TepYrs, k=1,...,n—1

s = s,

Behauptung:
Fiir das berechnete Skalarprodukt s gilt



F=s+ L1 < (L 2+e))" — DY o
:QnE*IO(a*Z) .
Beweis: Sei s = si + fi leite Rekursion fiir den Fehler f; her!
Es gilt:
s =z (14 ¢e1) =y + fL mit fi = e1xqyn, |eg| < €F
Weiter ist s; = si + fx
Skt 2= (Sk + Tpprye+181) (1 + €2) = Syt + S
Sea1 = 2851 + (L4 €2) fro + Zrpa1yngre2(1 + €2), |e1], [eo] < €7

Daraus folgt:

Al < e Llwm] < 2+ e Ll

k+1
(o] < (L4 2+e)e)|fil +e7(2+¢€7) ;\xiyil

Mit Induktion folgt daraus

k
Al < (14 @4 1) Lo
U

Interpolation:

Der relative Fehler kann sehr groff werden, falls
2z < 2 lwiyil
i=1 i=1

Es gilt aber
5= (1 +e&)wy; mit || < (14 (2+¢")e")" 1
=1

Das berechnete Ergebnis ist gleich dem exakten Ergebnis bei leicht
gestorten Eingangsdaten.

Der Algorithmus ist riickwértsstabil!

glinstigere Strategie binarer Baum

T1Y1 T2Y2 3Ys3 Laly
\ . N /
T11 + TalY2 T3ys T+ T4y
\ /

(T1y1 + w2y2) +  (23Y3 + T4ys)



2. Skalare Gleichungen

gegeben: f :[a,b] - R
gesucht: T € [a,b] mit f(T) =0

Definition 2.1
Der Punkt a < 7 < b ist eine m-fache Nullstelle der stetigen Funktion
f:]a,b] = R, wenn sich f in der Form f(z) = (z — Z)"g(x),9(T) # 0

mit einer stetigen Funktion g : [a,b] — R darstellen 14sst.

Beispiel 2.2

f(x) =223 — 42 + 22 = 2x(x — 1)?

T = 0 ist einfache Nullstelle,

T = 1 ist doppelte Nullstelle

Bemerkung: Vorzeichenwechsel finden nur in Nullstellen ungerader
Vielfachheit statt.

Satz 2.3
Die Funktion f sei in einem Intervall um den Punkt z = = m-mal stetig

differenzierbar. Dann ist T eine m-fache Nullstelle von f, wenn

f@) =@ =..=f""7) =0und f™(T) # 0 ist.

Beweis: Nach dem Taylorschen Satz ist
m—1
fz) = I;)%f(k)(f)(x —7)" + (z - 7)"g(x)

1

mit g(x) = = (1— )L (z 4 0(x — 7)) d

o—

und ¢(7) = .5/ (@)
U

Satz 2.4

Die Funktion f sei auf einer Umgebung ihrer m-fachen Nullstelle
mindestens (m + 1)-mal stetig differenzierbar.

Dann ist Z eine (m — 1)-fache Nullstelle von f’(z) und eine einfache

Nullstelle von F(x) = £2.




Beweis: Die Funktion f hat die Darstellung f(z) = (z — 7)™ g(x) mit der

stetig differenzierbaren Funktion
1

g(z) = ;{(1 — )" T 4 O(x — T) db

(m—1)!

Daher ist f'(z) = m(z —Z)" 'g(z) + (z — )¢ (z) = (x — 7)™ 'h(x)
h(z) =mg(x) + (x — T)g'(x). Wegen h(Z) = m g(T) # 0 ist T daher
eine (m — 1)-fache Nullstelle von f'(z).

: ; _ J&) _ _(@—3)"g(x) _ ) 9()
Weiter gilt F'(z) = f,((gﬁ) = (w_f);gh(gc) = (z — x)%
Wegen ¢(z)/h(T) # 0 ist T daher einfache Nullstelle von F'.
0J

Soweit die Theorie! Zur Praxis:

Beispiel 2.5:
f@)=er— (L ra+ o) mad (b g+ )
T = 0 ist eine 3-fache Nullstelle.

Ao
12107




2.1 Das Lokalasieren von Nullstellen mit Vorzeichenwechsel

Mache vom Zwischenwertsatz Gebrauch!

Satz 2.6 (Bisektion)

Sei f : [a,b] — R stetig und f(ag)f(by) < 0. Die Folge (x,),—,,
deren Glieder durch z,, = (a, + b,)/2 mit

Upi1 = Ap, byy1 = oy, falls f(ay,) f(z,) <0,

Gpi1 = Tp,bpi1 = by, sonst

gegeben sind, erfiillt:

() limx, = 7. £(z) = 0

(ii) |2 — 7| < %(bn —an) = 2”%([)0 — ap).

Jedes Intervall [a,, b,] enthélt die Nullstelle Z.

Vorteile:

-absolut sicher, falls man Rundungsfehler vernachlassigt
-Konvergenzgeschwindigkeit unabhangig von f
Nachteil:

-sehr langsame Konvergenz verglichen mit anderen Verfahren

2.2 Das Newton-Verfahren

Idee: Gegeben sei eine Naherung x flir Z. Linearisiere f in xg :
f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — o)

Berechne eine verbesserte(?) Naherung x; als Losung der
linearisierten Gleichung:

Flan) + F(wo)(x = 20) = 0

Das ergibt x; = x¢ — J{,(é‘z)))

Berechne ausgehend von z; die Naherung zo, ...

=X+ (o) (X-X)

e

y=f(x)
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Newton-Verfahren

Tagt = Tn = fiE2)

iteratives Verfahren z,.1 = f(x,).

Setze x,, in die Iterationsvorschrift ein, um x,,.1 zu erhalten.

Beispiel 2.8:
flx)=2°-3=0,7=%3
Die Anzahl der sicheren Stellen scheint in jedem Schritt um einen

festen Faktor zuzunehmen.

Satz 2.9:

Sei ¥ eine einfache Nullstelle der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion f.Es sei 6 > 0 und fiir alle z mit |z — Z| < ¢ sei f(z)
definiert und f'(z) # 0.

Sei ¢ := |xfjlfi|f£5|f'($)| >0,cp 1= xrgfaédlf”(:c)! >0

\
Ist dann |z — Z| < min (5 c—), so ist die Folge der Iterierten

1
762

T+l = Ty — ]{c,((:i’;)) ,n=20,1,2, ... wohldefiniert.

Die x,, konvergieren gegen z. Es gilt:

leo

|zp1 — 7| < o |z, — f]2.

Beweis: Sei |z, — T| < min <(5, g—;)
Dann ist z,41 wohldefiniert und erfiillt die Gleichung

0= f(zn) + f(2n)(@ni1 — Tn)-
Nach dem Taylorschen Satz ist

0=f(7) = f(zn) + f(2,)(T — cn) + %fﬂ(n)(f - xn)z oder

Tni1 — T = 3L (2, — 7)?
Daraus folgt
(01 — 7| < 52w, — T

Wegen |z, — T| < £ ist speziell

[Tnss = 2] < 321w~ Tllan — 7] < Hoo — 7] < min(8,2)

Daher ist die Folge der Iterierten wohldefiniert und

lmz, ==

n—oo



gesucht: Nullstelle T eine Funktion f: [T — 4,7+ ] — R
Annahmen: f'(z) # 0 auf [ — 0, T + §] (wesentlich!)
f"(x) existiert und ist beschrénkt auf [T — d,7 + 4.

(kann eingeschrankt werden)

Newton Verfahren:

Linearisiere f um Néerung 7 — 6 < x, < T+ :

f(@) = f(zn) + f(@n)(x — 20)
Lose f(xy) + f'(zn)(x — x,) = 0 nach z auf.

Tust = Tn — Fi52

Folgerungen aus Satz 2.9

-Konvergenz, falls |z, — Z| < ¢, 0 klein genug.

-asymptotisch sehr schnelle Konvergenz

Zpi1 — T| < K|z, — T|*= K|z — T||20 — T|
0

lim sup @ < K 7(lokal) quadratische Konvergenz”

Satz 2.10

Ist f:[a,b] — R zweimal stetig differenzierbar, f(a) <0, f(b) >0
und f'(z) > 0 und f”(x) > 0 fiir alle a < z < b, so konvergiert

das Newton Verfahren fiir Startwerte T < xq < b monoton gegen die

einzige Nullstelle  von f in [a, b].

Beweis: Man beweise, dass fiir die Schrittfunktion f(x) =z —
fir T < x < b die Abschrankung 7 < ¢(z) < z gilt.

Die Folge der Iterierten konvergiert dann monoton gegen eine
(die!) Nullstelle von f.

O

Frage: Verhalten bei mehrfachen Nullstellen?

Beispiel 2.11
Die Funktion f(z) = (sin )’ hat an der Stelle T = 7 = 3, 14159265358...
eine dreifache Nullstelle. Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens

lautet hier:

(sin z,,)3 o 1 sin(zn)

Lo+l = Tn — 3(sin @r)%cos zn, LTn — 3 cos(zn)




Beobachtung: Das Newtonverfahren konvergiert fiir mehrfache

Nullstellen nicht mehr quadratisch.

Modifikation: Wende das Newtonverfahren auf die transformierte

Funktion F(z) = % aus Satz 2.4 an:

1 @)

m(z) -

(f'(x))*

Beispiel 2.12:

Fiir die Funktion f(z) = (sin z)? erhilt man x,,; = z, — 2222

1+tan zp,

Satz 2.13
Der Faktor m(z,) strebt gegen die Vielfachheit der Nullstelle 7.

Beweis: Sei j die Vielfachheit der Nullstelle. Dann folgt aus der Darstellung
f(x) = (x —7)g(x),9(T) # 0, wegen
fll@) =jlz =2y g(x) + (x —7)¢'(x) == (z =T} [ g(z) + (z — T)g'(2)]
f'(@) = (& =z)[j(j — Dg(z) +j(z = T)g'(x) + (z — T)*¢"(2)]
—1 -1
: _ 1 _ f@)f"(z) _ _ 9@®@)iG-1)g(=) _
lim m(z) = lim (1 o) ) = (1 G 9@ ) =J

O

8

2.3 Allgemeine Iterationsverfahren

Verfahren der Form z,.1 = ¢(z,),n =0, 1,2, ... g gegeben zur

Brechnung eines Fixpunkts T = (7).

allgemeine Konvergenzaussage

Banachscher Fixpunktsatz

Lasst sich unter sehr viel allgemeineren Voraussetzungen beweisen!

Satz 2.14 (Banachscher Fixpunktsatz)
Die Funktion ¢ : [a,b] — R bilde dass Intervall [a, b] in sich ab.
Sie sei Lipschitz-stetig auf [a, b], fiir alle z,y € [a, b] sei also

lo(z) — ¢(y)| < L|z — y| mit einer festen Konstanten L. Es sei L < 1.
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Dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt 7 in [a, b]. Fiir alle = € [a, 0]
strebt die durch x,,1 = ¢(z,),n =0,1,2,... definierte Folge gegen T.
Es gelten die Abschitzungen |z, — z| < &5 |z, — 2,1,

|z, — 7| < %ul — o).

Beweis:

Schritt 1: Fiir alle k ist |1 — 23] < L¥|zy — 2], denn:

k=0 klar, k — k + 1:

|2 = Tria| = |@(@rr1) — (an)] < Llzgrn — o] < L LFlzy — 2ol

Schritt 2: Fiir alle n und k ist |z, — 2,| < £5 |21 — 29|, denn:

k—1 k-1
|9Un+lc - 17n| = |Zo(xn+j+1 - $n+j)| < Zo|xn+j+1 - $n+j|
J= J=
k—1 , k=1
< DLy — @) = L2 L) (21 — 20)
§=0 =0

S Ln<ZLJ)(Z’1 — 513'0) = Lnﬁ(l'l — 513'0)
7=0

Schritt 3: Die Folge der z,, strebt gegen einen Fixpunkt = von ¢, denn:
Nach Schritt 2 ist sie eine Cauchyfolge in R. Sie konvergiert als solche
gegen ein T € R. Da die z, in [a, b] liegen und [a, b] abgeschlossen ist
liegt der Grenzwert T in [a, b].

Die ¢ als Lipschitz-stetige Funktion stetig ist, ist

T = limz, = limz,; = lim ¢(z,) = ¢(lim z,,)) = ¢(7),

n—oo

7 ist also Fixpunkt von ¢.
Schritt 4: Fiir alle n ist |z, — 7| < £5 |z — zo],

jon = 7| < 727
denn: Die erste Abschiatzung erhalt man, wenn man in der Abschatzung aus Schritt 2 &

gegen Unendlich streben lasst.

|xn - xn—1|

Die zweite Abschéatzung erhélt man aus den ersten, wenn man mit x,_ 1
statt xg startet.

Schritt 5: Es gibt nur einen Fixpunkt, denn:

Ist T = p(Z), T =¢(T), s0ist |T — | = |p(T) — p(T)| < LT — 7|

was wegen L < 1 nur fiir |7 — 7| = 0 moglich ist.

O

Bemerkung: Ist ¢ stetig differenzierbar, und L = max |¢'(z)|

a<x<b

so gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle z,y € [a, D]



lp(z) — w(y)| = ' (n)(x —y)| < L]z —yl.

Satz 2.15

Die Funktion ¢ sei auf einer Umgebung ihres Fixpunkts = ¢g-mal stetig
differenzierbar. Es sei ¢ > 2 und ¢ (Z) =0,k =1,...,¢ — 1. Dann ist
die durch z,41 = ¢(z,),n =0, 1,2, ... gegebene Folge fiir alle
geniigend nahe an T gelegenen Startwerte wohldefiniert und
konvergent gegen Z. Uberdies ist |2p1 — Z| < ¢|x, — Z|7 mit

einer festen Konstante c.

Beweis: Nach dem Taylorschen Satz ist

n—1

pla) =3 ar® (@) (@ —2)F + 509 (n)(z —T)"
=1
=T+ L )z — )
und damit fiir alle x aus einer festen 6-Umgebung um =

pa (n)‘

—wl<clr -7 c=
jp(x) = Z|< clz — 2], c nax

Daraus folgt fiir alle x mit

|z — 7| < min(5, (2%)‘1?11) =: 0"
die Abschétzung

(@) 7| < e — 7™

|z — 7] < 3|z -7
<co:
Damit bildet ¢ die §*-Umgebung von 7 in sich ab. Fiir |xy — Z| < §*
sind die z,, wohldefiniert und es ist |z,1 — | < (3)"|21 — Z|.
Die z,, konvergieren also gegen = und es ist
|Tnr1 — T = |o(z0) — T| < clz, — 7|
0

Satz 2.16(modifiziertes Newtonverfahren)
Die Funktion sei auf einer Umgebung ihrer m-fachen Nullstelle hinreichend
oft stetig differenzierbar. Dann konvergiert die durch

Tp41 = Tp — mff/((zz)),n - O, 1, 2,

gegebene Folge fiir alle hinreichend nahe bei T gelegenen x

quadratisch gegen 7.

Beweis: Untersuche p(x) =2 —m ]{/((9;))

Wegen f(z) = (x — 2)"g(x), g(7) # 0, gilt
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o (z—7)™g(x)

olr) ==z M e g+ (z—7) g (2)
- — _ mg(®)
=z (1’ l‘)h(.x), h(l’) - mg(x)+(z—Z)g' (x)"

Es ist f(T) =7 und wegen ¢'(z) =1 — h(z) — (x — T)h/(x)
(@) =1-hZT)=0
O

2.4 Die Regula falsi

Gesucht:

schnell konvergierendes, ableitungsfreies Verfahren
Idee: Ersetze im Newtonverfahren

Tpil = Tp — %

die Ableitung f'(x,) durch den Differenzenquotienten
f(@n)—f(@n_1)

Tn—Tn—1
Dies ergibt die Regula falsi

Tn —Tn—1

Tni1 = Tn = Fe=feeny S (n)

Beispiel 2.17
flx)=2"=3,20=1,17y =2
210 = 1,245730940

Satz 2.18

Die Funktion f sei auf einer -Umgebung ihrer Nullstelle T zweimal

stetig differenzierbar.

Fir |z — | < dsel |[f'(x)] > c1 > 0,|f"(x)] <2 #0.

Die Umgebung U von T sie definiert durch U = {.7: ‘ |z —Z| < min ((5, Z—;) }
Liegen dann zy und z; in U, so brich die durch

Tnpl = Ty — %ﬂxn),n =1,2,3,...
entweder mit der exakten Losung T ab, oder ist fiir alle n definiert und
konvergiert gegen 7. In beiden Fallen liegen alle x,, in U.

Es gibt eine Nullfolge (A,,) mit |z, — 7| < %An fiir alle berechenbaren

2, und lim 80 =1, g = Y5 — 1 6180...

q
n—oo A"

Beweis: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

ist wegen f(7) =0



f(@) = (¢ - B)gle), gla) = if/(m 0(x — 7))o

Ist nun z,_1,z, € U und x,_1 # x,, so ist x, 11 wegen
Jen)fens) — (p) £ 0 wohldefiniert und mit Zwischenstellen

Tn—Tn—-1
a, und (3,.
Tnt1t =T =T = 355 ey / (Tn) =T
_ @@= (f(@n)=f(@n-1))=(Tn=2n—1)f(Tn)
f(@n)—f(zn-1)
(xn 1— m) (mn) (mn_x)f(xn—l)

- f(an)=f(zn-1)
(@n-1=7)(@n=T)g(@n) = (20 =) (#n—1-T)g(Tn—1)

f(@n)=f(zn-1)
- Jeet 7)o, )

— g'(an)(
J(Bn)(
— 483 (w01~ 7)(z )

wn_xn—l)

r——— (p—1 —T)(xy — T)

1
Wegen ¢'(z) = [f(T + 0(x — T))0 db ist
0
1
| ()] < f020d9 = 3o, s0 dass wir die Abschétzung

|xn+1 —.T’ < 261|xn 1 —le’n _JJ‘ (*)

erhalten. Wegen |z,—1 — 7| < & und x, € U folgt aus (x)
|zp1 — 7| < %|xn — 7| und damit x, 41 € U. Ist x,411 # Ty,
so ist die Ausgangssituation wiederhergestellt und man kann
die Iteration fortsetzen. Ist hingegen Tpa1 = Ty, SO ist

0= %J‘(:{;n) i )f(xn), also z,, Nullstelle,

d.h. z,, ==. Das Verfahren bricht also mit der exakten Nullstelle ab.

Um die Konvergenz nachzuweisen, setzen wir Ay = 20721|x0 — T,
A = e 2y — 7 und Ay = Ay 1A, n=1,2,3,.

Durch Induktion folgt dann aus (x) |mn — 7| < 26021 A,

Wegen zg,z; € U ist Ay < 1 5, A1 < 5. Durch Induktion folgt
erst A, < 1 7 und dann A, § (5) . Damit ist die Konvergenz

der x, gegen T bewiesen.

Wir setzen nun 4,, = InA,,. Wegen A, .1 = A, 1A, ist dann
5n+1 = (Sn + 5n_1,n = 1, 2, 3,

Die allgemeine Losung dieser Differenzengleichung ist

16



VAN
= a(55) ()
mit reellen Konstanten a und b. Diese Losung findet zudem mit
dem Ansatz 9, = \". Wegen

Tim (dn41 — 25756,) =0

1+‘f , ist dies gleichbedeutend mit

Setzt man ¢ =

. A
lim A"ZI“ =1
n—oo n

O

Aufwand Newton Verfahren

2 Funktionsauswertungen pro Schritt

Aufwand Regula falsi

1 Funktionsauswertung pro Schritt

Doppelschritt:
2
A A A
lim =282 = lim ”*2( "“) =1
n—oo An n—>ooAZ+l An

effektive Konvergenzordnung
2
(155)" =2,6180...

Die Regula falsi ist asymptotisch schneller als das Newtonverfahren!

3. Lineare Gleichungssysteme

3.1 Normen

Normen dienen dazu, die Lange von Vektoren und damit indirekt den

Abstand zwischen Vektoren zu messen.

Definition 3.1:

Eine reellwertige Funktion ||.|| auf dem R™ heit Norm auf dem R™,

falls fiir alle z,y € R™ und alle o € R gilt:

(1) [zl = 0, [Jz]| = 0 <= 0

(i) |Jax| = |al||z|| (Homogenitét)

(ili) ||z 4+ y|| < ||=|| + |ly]| (Dreiecksungleichung)

Die Grofe ||z — y|| ist dann der Abstand von = und y beziiglich dieser Norm.
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Beispiel 3.2:

Sei x € (x1,...,x,) € R". Dann ist die euklidische Norm oder auch

2-Norm von z definiert durch:
1
zll = (325, #7)°
Sie induziert den euklidischen Abstand ||z —y|| = O, (z; — yi)Q)%
Mit dem Skalarprodukt (z,y) = > x;y; gilt ||z| = (m,x)%.
i=1

Fiir alle Vektoren z,y ist (z,y) < ||z|/|y|
(Schwarzsche Ungleichung)

Beispiel 3.3:

Die Maximumnorm auf dem R™ ist definiert durch ||z|_ = max |4
1= n

e R ]

Beispiel 3.4:

Die 1-Norm auf dem R™ ist gegeben durch ||z]|, = > |z;|.
i=1

Bemerkung: Es gibt viele andere (und wesentlich kompliziertere)
Normen auf dem R”.

So ist z.B. fiir jede symmetrische positiv definite (n x n)-Matrix @ durch

(x,y) = 27 Qy

ein Skalarprodukt auf dem R" gegeben, das die Norm

lz|| = (m,x)é induziert.

Satz 3.5:
Sind |.||; und ||.||, zwei beliebige (!) Normen auf dem R" so gibt es

Konstanten ¢y, co > 0 mit ¢ ||z]|, < ||z]], < cof|z||; fiir alle z € R™.

Beweis: Es geniigt die behauptung fiir die Maximumnorm und eine

weitere beliebige Norm ||.|| auf dem R™ zu zeigen.

Wir zeigen zunéchst die Ungleichung ||z|| < ¢||z||,. seien ey, ... e,

die Elnheitsvektoren. Nach der Dreiecksungleichung ist dann

n n
fiir alle z € R ||z|| = [ wiei|| < X [lwiesl| = X [mil[lell,
=1 ]

=1 =1



n
also [lz]| < cllz]l,, mit ¢ = > [leill.
i=1

Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir zunachst die Funktion

f:R" - R:zw~ |z|. Fir alle z,y € R" ist

[zl = 1l(z = y) + yll < llz = yll + [lyl|, und damit |z[| —[ly] < [lz—y].
Entsprechend ist [ly| — ||| < |lz —yll, also |||z — [yl < [lz — vl

Damit ist fiir alle 2,y € R" |£(x) — £(y)] = [lo]l = lylll < = = yll < ellz - yll.
so dass f stetig ist.

Die Menge K = {z € R" | ||z||,, = 1} ist kompakt. Daher gibt es ein

x* € K mit f(z*) < f(x) fir alle z € K. Dies bedeutet f(z*) < Lx”

I/l

= iz lzll oder mit ¢ = f(z*) = [|2*]| > 0, e1|2]|, < ||| fiir alle 2 # 0

I

O

Bemerkung: Praktisch ist diese Aussage oft von nur sehr geringem Wert,
da der Satz keine Information iiber die Grofle der Konstanten liefert und
die Konstanten in der oberen und unteren Abschétzung leicht um

Groflenordnungen differieren kénnen.

Beispiel 3.6:

Fiir alle z € R™ ist ||z|| < ||z[l, < [|z]|; mit der Maximumnorm ||z||
aus Beispiel 3.3, der 1-Norm aus Beispiel 3.4 und der euklidischen
Norm ||z|[,.

Umgekehrt gilt:

2]l < vnllz|l«

lzlly < vnllll,

[zl < nllzfl,

Alle Konstanten sind optimal.

Definition 3.7:

Einer gegebenen Vektornorm ||.|| ist die Matrixnorm ||A|| := max | A=)
T

lll

auf dem Raum der reellen (n x z)-Matrizen zugeordnet:
Fiir alle z € R™ ist damit ||Az| < [|A||||z||, und es gibt x* # 0 mit
[Az*|[ = [l Alllz~



Eigenschaften:

(i) [[A = 0,]A =0 <= A=0
(i) [[aAll = ||| Af

(iii) [[A + Bl < [[All + || B

(

(

deshalb Norm)
iv) [AB| < | A]|B]
invertierbare Matrizen:
x| = [J[A~" Az|| < [JAY][||[Az]|, daher:
cimllel < lAz) < |A] ]
Existiert A™!, so ist
1 - Az

— = min
A= o0 =l

Satz 3.8

Der Maximumnorm aus Beispiel 3.3 entspricht die Matrixnorm

Al = max Z|a”| der Matrix A = (a;;), die Zeilensummennorm.
=l...n {2
Die der 1-Norm aus Beispiel 3.4 zugeordnete Norm ist die

Spaltensummennorm ||Al[, = ;max Z |ai;]

,... sn i=1

Beweis: (fiir die Maximumnorm)

Fiir alle z € R ist || Az = max Z\awxﬂ
3eee ]71

n n
< max > lag]|z;| < ax > a2 o
=1, m =1, i

=1,

Damit ist [|A] < _max Z]aw| Um zu zeigen, dass die Abschatzung
yeee 4T ]71

scharf ist, nehmen wir an, dass _max Z la;;| = Z |ag;]
geee T ]_1
ist und definieren wir * Komponentenweise durch
o 1,falls ap; > 0
J —1, fallsag; <0

n n
Dann ist ||Az*|| > |Zaij;| = Zl|akj| = ( max Z|aw| HxJH
— iz

1=1,.

also [|A]| > max Z\a2]|
i=1,.. 0 i

O

20
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Beispiel 3.9:

3 4
[All oo = max{|1] + 2], 3] + [4[} = 7

Die Matrix A = <1 2) hat die Zeilensummennorm:

2
hat die Zeilensummennorm

1A o = max{[=2[ + [1], [3] + [-3[} = 3

Thre Inverse A~ = (_32 11)
2

Satz 3.10
Der euklidischen Norm als Vektornorm ist die Spektralnorm als
Matrixnorm zugeordnet. Die Spektralnorm der Matrix A ist die

Wurzel aus dem grofiten Eigenwert der Matrix AT A.

Beweis: Wegen (ATA)T =AT(AN)T = ATAist AT A eine

symmetrische Matrix.

Es gibt daher nach dem Spektralsatz der Linearen Algebra eine
Orthonormalbasis z1, ... , 2, des R mit AT Ax := \;z;.

Fiir den Vektor x = > oz, gilt
i=1

| Az = (Az, Az) = (z, ATAz) = < Y aimy, Y oyhjzj >
: =

1=1
n n 9
=Y Moy < (max \)Y o = ( max \)|z|];
=1 1=1,... ,n =1 geon
Damit ist | A, < (. max /\i)%
i=1,... ,n

Da fir z = z;

| Az||3 = N = Agl|ai|3 ist, ist || Al > ('IIllaX )\i)%, also
i=1,... ,n

JAll, = ( max X):
O]

1

( min A\)Y?°
i=1,... ,n

Bemerkung: Die Spektralnorm von A1 ist [|A™Y||, =
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Beispiel 3.11:
Fir die Matrix aus Beispiel 3.9 ist
1 3\ /1 2 10 14
TA_ _
=5 )6 )= »)
Die Matrix AT A hat das charakteristische Polynom

10— A 14
14 20— A

Die Eigenwerte der Matrix AT A sind daher
Mo =1564++152 -4 =15+ 221

Damit:

IAll, = V15 + V221

‘:(H%mv@O—Ay—MQ:A”—%A+4

3.2 Die Kondition von Matrizen

Ziel: Ein Maf fiir die Empfindlichkeit eines linearen Gleichungssystems

gegeniiber Storungen der Koeffizientenmatrix und der rechten Seite.

Bezeichnungen: Sei Z eine Néherungslosung des linearen

Gleichungssystems Ax = b mit der exakten Losung x.

Der Fehler e und das Residuum 7 sind dann

e=x—2,r=b— AT

Satz 3.12
- Il lel e
Es ist mme e < fer < IANIAT g

Diese Abschatzungen smd scharf in dem Sinn, dass sie fiir bestimmte

b und T angenommen werden.

Beweis: Wegen |[r] = || Ael| < [[Al|[el] st 'ﬂ;;'h < Jell.
Wegen [lal = A0 < [|A=[[bl] ist =ty < .

Mit diesen beiden Abschatzungen folgt die weitere Abschatzung

Irll « llell

T <
IIAHIIA el = el
Die Abschatzung wird angenommen, wenn

Il = llAell = [IANlell, [l=]] = [A="6] = 1A= ][o]
Nach Definition von ||A|| und ||A™!|| gibt es derartige Vektoren
b* und e*. Fiir dieses b* und 7* = A~1b* — e* wird die Abschitzung



angenommen; die Norm des fehlers e* kan dabei beliebig gewahlt werden.

Wegen [[b]] = [[Az[| < |A]ll|=[| ist 7 < | All

Wegen le]] = [[A="r|| < A7 [[|r|| folgt 15 < [[AI[| A" 4
DIe Abschitzung wird angenommen, falls ||b|| = ||Az| = [|A||||z|],

lell = [ A7 || = JAT ]I .

Nach Definition der Matrixnorm gibt es derartige Vektoren z* und r*,
wobei ||7*]| als beliebig klein gewihlt werden kann.

Fiir b* = Ax* und 7* = 2* — A~'r* geht die Ungleichung wieder in
eine Gleichung iiber.

O

Definition 3.13
Die Grofe k(A) = || A]|||[A™| heiBt Konditionszahl oder Kondition der

invertierbaren (n x n)-Matrix A bezgl. der gegebenen auf dem R"

Kurzfassung Satz 3.12:

1 |lrll  llell Lrll
e < Tel < A
Bemerkung:

Fiir alle Matrizen A gilt wegen 1 = ||I|| = ||[AA™Y| < [|A]|||A7Y|

stets k(A) > 1. ist k(A) ~ 1, spricht man von einer gut konditionierten

Matrix, und ist x(A) > 1 ist A schlecht konditioniert.

Satz 3.14:

Lost man statt des exakten Systems Ax = b das gestorte System A7 = b,
[[A-A]]

so gilt 12271 < (A) Tl

[l

~

Beweis: Esist 1 = A" b= A AT = A (A+ A— A =T+ A (A - A)

und damit ||z — 7)) < A~ ‘A - fTHH%H, das heift

I i ]la-A A—A
I = I < |A|||A 1H 1 o 1 = k(A) 1 l I

Sei nun [| A1y = A~ lyl| und A= A +01,7 = Ly
Dann ist |l — 3| = || A~(A = A)3]| = |47y = 1A~y
=147
UJ

‘A — EH ||z]| so daB in diesem Fall Gleichheit gilt.

23
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Satz 3.15:

Fir alle invertierbaren Matrizen A ist min{ lA—B]

Al

. . 1
B smgular} > o)

Fiir die Maximumnorm, die 1-Norm und die euklidische Norm gilt
Gleichheit.

Beweis: Ist B singular, geht es eine x # 0 mit Bx = 0. Fiir dieses x ist
o] = |A7 Az < [AT || Azl = [IATY][I(A — B)=||
< ||JA7Y|A — B||||z|| Daher ist 1 < ||[A7!|||][A — B]| und damit

1 1 < lA-B]|
r(A) IAA=YH = (1A

Um zu zeigen, dass fiir die Maximumnorm auch Gleichheit einreten kann,
sei v ein Vektor mit |[v|| = 1, || A7 || = [|A7Y][|v]|.

Weiter sei y = A7 v, ||y|| = |ym|, sowie mit dem m-ten Einheitsvektor e,
z= yimem,B:A—va

Dann ist B wegen y # 0 und By = AA v — yimymv = ( singular.

Fiir alle Vektoren z gilt

(A~ B) AWH ez lllr = phrlem] = prturlen]
= =t @m| = gl em| und damit
IIA B 1
14— B < by, dohe Edl < Ao
O

3.3 Die LR-Zerlegung einer Matrix

Problem: Wie 16st man lineare Gleichungssysteme der Form Ax = b

mit einer nichtsinguléren (n x n)-Matrix A und bekannter rechter Seite b?

naheliegende Methode: Gauf3scher Algorithmus

Durch schrittweise Elimination der Unbekannten x4, ..., x,.

Beispiel 3.16

2 1 1|7
4 1 0[6
-2 2 1/5

(A4

Vielfaches der 1. Zeile von Zeile 2 und 3 abziehen, so dass in der
1. Spalte von Zeile 2 und 3 die Null steht.



2 1 1|7
0 —1 —2|-8
0 3 2|12
geeignetes Vielfaches der 2. Zeile von 3. Zeile abziehen:
2 1 1|7
0 —1 —2|-8
0 0 —4|-12

Ende Eliminationsphase.

Dreieckssystem auflosen:

—4xrg = —12

—x9 = —8 4 213
200 =7 — 129 — 23

T3 =3

Ty = 2

=1

Bemerkung:

(1) Der GauBsche Algorithmus ist ein starres Rechenschema.

(2) Dieses Rechenschema kann zusammenbrechen, ohne dass

die Matrix singular ist.

Beispiel 3.17

Die erste Gleichung des eindeutig losbaren Systems

0 1j1
1 112

kann nicht genutzt werden, um die erste Variable zu eliminieren!

Abhilfe: Gleichungen in systematischer Weise vertauschen:

Spaltenpivotsuche.

Beispiel 3.18

Gegeben wieder das System

2 1 147
4 1 0}6
-2 2 15

Zunachst wird die Gleichung mit dem betragsmaflig groiten Quotienten

vor der ersten Variablen mit der ersten Gleichung vertauscht.

25
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4 1 0}6
2 1 147
-2 2 15

Jetzt wird ein geeignetes Vielfaches der 1. Gleichung von der 2. bzw 3.

Gleichung abgezogen und aus diesen Gleichungen so dei 1. Variable

eliminiert.
4 1 016
0 é 14
0 5 118

Nun wird die 3. mit der 2. Gleichung vertauscht, denn mit den
verbliebenen Gleichungen hat die 3. Gleichung den grofiten

Koeffizienten vor der 2. Variablen.

4 1 0|6
0 % 118
o I 14
Eliminatiuon der 2. Variablen aus der 3. Gleichung ergibt
4 1 016
0 3 118
0 0 3|

Damit ist die Eliminationsphase beendet. Auflosen des Dreieckssystems
ergibt x5 = 3,19 = 2,21 = 1.
O

Gauflscher Algorithmus ohne Pivotsuche

Der Gaufische Algorithmus formt das Ausgangssystem Az = b oder
Az = b Schrittweise um in Systeme A® gz =b®) k=1,... . n—1
mit unveranderter Losung x

Fiir die Eintrége ag.“) von AR k> 1, gilt az(»f) =a

K1) fir 4 =1, ..., k

ij
af) =0firi=k+1,..,nj=1..k
Die restlichen Eintrage ergeben sich gemaf3:
Fir £ =1,...,n — 1 berechne
Firi=Fk+1,...,n berechne
Fir 7 =k+1,...,n berechne

(k=1)

k k—1 ( k—1
z(’j):az(’j )_Zzﬁfl)al(fj )
kk
k k—1)  a* Y (k-1
4O ot o

kk

Endergebnis ist das Dreieckssystem
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n—1 n—1 n—1 _
aiy ™ aly? e al Y [y
_ . n—1
0 a7 ey
0 0 a%—l) b7(1n71)
Dieses Dreieckssystem lasst sich einfach auflosen:
Ty = bV
T
Firi=mn—1,...,1 berechne
T; = a(n—l_n{bgnl) - 2 az(?lﬂ?j}
it Jj=i+1
Bemerkungen:

1) Im Rechner kénnen die Elemente az(f_l) der Matrix A*=1 mit

den Elementen ag?) der Matrix A iiberschrieben werden.

(k=1)
2) Man kann die Eliminationsfaktoren /; = “%— auf den Plazt der mit
Tkk

Null iberschriebenen Matrixelemente agllj_l) abspeichern und die
rechte Seite dann nachtraglich bearbeiten.

Dies ist insbesondere vorteilhaft, wenn das Gleichungssystem
fiir mehrere rechte Seiten gelost werden soll.

3) Die Eliminationsfaktoren [;; sollten auflerhalb der innersten

Schleife berechnet werden.

Matrixdarstellung

Fihrt man die Eliminationsfaktoren

] _M}k‘zlﬂ,...,n—l

BTG i =k+1,...,n

und die Elinimationsmatrizen

Gl {lik j=ki=k+1 ..,n
" 0 ,sonst

ein, so ist

AR = (I — G)A*=D pF) = (T — Gy)bk—1)

Beweis: Da man die k-te Spalte von G von Null verschieden ist, gilt

GRA®D]; = Z_lek|imA(k_1)|mj = Gila AV

Fir i = 1,..., k ist Gglix = 0 und daher GkA(k_l)]ij,j =1,..,n

Fir i =k +1,...,n ist GuA® V] = lyal Y j=1,..,n

O



Satz 3.19
Ist der Gaufsche Algorithmus fiir die (n x n)-Matrix A durchfithrbar
und ergeben sich dabei die Eliminationsmaztrizen Gy, ..., G,_1

sogilt: (1) (I —Gp1)({ —Gp2)---(I —G1)A=R
(11) GkGl == O, k S l
(111) (I — Gk)_l =1+ G,

(V) (1= Gor) o (I = G)) = T+ S G = T+ L

Dabei ist I die (n x n)-Einheitsmatrix,

n—1 n—1
afy ™V e alnY
R = : .
0 .- agﬁ D
eine obere Dreiecksmatrix und
1 0 0
I — l21
0
lnl lnn 1 1
Beweis:

(i) Nach Konstruktion ist A® = (I — G})A* =) (siche oben)
(ii) Fiir alle Vektoren x mit :E|k =0ist Gpr =0
(i) [ +Gr)(I —Gr) =1 -G+ G — GG =1
(I =G I +Gr)=1+G,—Gr -GG =1
(iv) (I = Gna) - (I = Gu)) ™
=(I=G)™" (I = Gu)™!
=(I+Gy)--- (I +Gpoq) wegen (ii)

=1+ Zsz wegen (ii)
k=1

O

Folgerung:

Der Gaufische Algorithmus liefert bei exakter Rechnung eine L R-Zerlegung
A=LR

Fir Matrix A in eine untere A-Matrix mit Einsen in der Diagonale und

eine obere Dreiecksmatrix R, die LR-Zerlegung von A.

Das Gleichungssystem Ax = b lasst sich dann wie folgt 16sen:

28
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1) Lose Ly = b
2) Lose Rx =y

Spaltenpivotsuche
Fiithrt man eine Spaltenpivotsuche durch, so liefert der Gaufische
Algorithmus eine Zerlegung LR = PA einer Matrix PA, deren

Zeilen gegeniiber A vertauscht sind.

Begriindung:

Der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotsuche liefert
Eliminationsmatrizen Gy, ... , G,,_1 Permutationsmatrizen,

Py, ..., P,_1 und eine obere Dreiecksmatrix R mit

(I —-Gn1)Pyq---(I—G)PPA=R

Die Permutationsmatrix P; vertauscht die i-te Komponente eines Vektors
mit einer Komponente & > i. Daher ist P, ' = P; und wegen
(I-G)'=1+G,A=P(I+Gy) - P,_1(I+Gn1)R

Seinun Qp, =F,_1-... - P, P=P, 1-...-P

Wegen PP, = I gilt dann

QuPr(I + Gi) = Qe PePi(I + Gi) = Qe (I + Gy)

= (] + Qk+1GkQ;1)Qk+1

Da die Spalten k£ + 1, ... ,n von Gy ausschlieBlich mit Nullen besetzt sind, gilt
GrQity = GyPiy1 - ... Py_y = G), und damit

QuPr(I + Gr) = (I + Qu1Gr) Q1

Die Matrix I 4+ Q1Gy, ist eine Matrix mit gleicher Besetzungsstruktur wie
I + G}.. Daher ist

L:=PP(I+Gy)..Po1(I+Gy)

= (I +@Q2G1). . (I + QnaGrna)(I + Gpy)

=1+QGi1+ ... +Qn1Gra+ Gy

eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonale und

PA=LR

Beispiel 3.20

ohne Spaltensuche
2 11 2 1 1 2 1 1
4 1 0l—=(2] -1 =2)]—=12] -1 -2
-2 21 -1 3 2 -1 =3 —4



1 0 O 2 1 1 2 11
— (2 1 oo -1 —2]=[4 1 0
-1 -3 1 0O 0 -4 -2 92 1
mit Spaltensuche
2 1 1 4 1 0 i 1 0
4 1 0| — 21 1) = %‘ % 1
- — 1] 5
2 21 2 21 _§| 5
4 1
= —%‘ g 1| <« erste Spalte mitvertauschen!
3ozl
4o 10 0\ /4 10 4010
=5 s = (s ro)fos =221
1 1] 4 11 4
: & ¢ 2 5 0/ \0 0 3 2 11

Aufwand fiir die Berechnung der LR-Zerlegung

Anzahl der Multiplikationen und Divisionen zur Elimination
der k-ten Variablen:
(n — k) Berechnung der l;x,i =k +1,...,n

(k)

(n — k)* Berechnung der a;;",4,j =k =1,..,n

Gesamtzahl: (k=n —k)
n—1 n—1

S ((n—k)+ (= k)) = X (k+K?) = tn® — In

k=1 k=1

Aufwand fiir die Losung der Dreieckssysteme

n

kz:%(k —1) |Ly =b

n—1
+> (n—k)+n |Rx =y
k=1

Gesamt: n?

Aufwand fiir die Losung von Ax = b

1,3 1 2
3N Sn—l—n

Aufwand fiir die Berechnung von A~

1,3 _1 3 =4p3 1
(3n° —3n)+n-n’=3n°—3n

Aufwand fiir die Losung von k£ Systemen mit gleicher Matrix A

30
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(4n3 — in) + kn® mit LR Zerlegung

(3n° — n) +n-n?+ kn? mit A~
Merke: Man berechnet nie die Inverse einer Matrix, es sei denn

man benotigt sie explizit.

3.4 Eine Fehleranalyse fiir den Gaufischen Algorithmus

Frage: Wie stark konnen Rundungsfehler das Ergebnis verfalschen?
Idee: Riickwartsnanlyse

Zeige, dass die berechnete Losung T des Systems Ax = b die
exakte Losung eines leicht(?) gestérten Systems A7 = b ist.
Schiitze die Grofe der Storung A — A, b — b ab.

Ihr Einfluss hédngt von der Kondition von A ab.

Bezeichnung: Ist A eine relle Matrix mit den Matrixelementen a;;, so

bezeichnet |A| die Matrix gleicher Dimension mit den Matrixelementen |a;;|.
Bezeichnung: A < B <= a;; < b;j,%,7=1,...,n

Satz 3.21
Ist der Gausche Algorithmus(ohne Pivotsuche) fiir die Matrix A durchfiihrbar,
so liefert er eine LR Zerlegung LR = A+ H einer gestorten Matrix A + H.

Die Storungsmatrix H geniigt der komponentenweisen Abschiatzung

|H| < C(n)e*(|A

C(n) = M ~ 2n und &* die Maschinengenauigkeit bezeichnet.

R|), wobei die Konstante C'(n) gegeben ist durch

Satz 3.22
Die berechnete Losung der beiden Dreieckssysteme Zy =D, Rz = Y
sind die exakten Losungen zweier gestorter Dreieckssysteme

(L+ F)j=b, (ﬁ + G’)fc\ = y mit Matrizen F' und G mit

|[F| < C(n) (n) =y | R

1- (2+6

Folgerung:
Die Auflésung von Dreieckssystemen ist ein gutartiger Proze8.
Ob die LR-Zerlegung selbst gutartig ist, hangt davon ab, ob man die

Groflenordnung der Matrixelemente von L und R kontrollieren kann.
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Spaltenpivotisierung
LR=PA+H
[H| < Cn)=(1PA| + || | R)

Begriindung:
Der Gaufische Algorithmus ohne Pivotsuche angewandt auf PA liefert

identische Matrizen E, R wie der GauBsche Algorithmus mit Pivotsuche angewandt auf

A.

Satz 3.23
Die Spaltenpivotsuche gilt fiir die Matrixelemente der Dreiecksmatrizen L
und R bei exakter Rechnung. Die Abschatzung

(li) < 1, |ru| < 28 1a, wobei a = max lag;| sein soll.

Beweis: (einfache) Induktion iiber k.

Bemerkung: Diese Schranken sind scharf, wie das Beispiel der Matrix
1 0 0 1

-1 1 0
-1 - =1 1
zeigt.

Meistens ist diese Abschatzung fiir die Elemente von R aber viel zu

pessimistisch. Der Gauflalgorithmus verhalt sich fast immer gutartig.

3.5 Symmetrisch positiv-definite Matrizen

Definition 3.24
Eine (m x n)-Matrix A heifit symmetrisch, falls AT = A ist.
Sie heifit positiv definit, falls (z, Az) > 0 fir alle z € R™,x # 0 gilt,

oder wenn es dquivalent dazu eine Konstante § > 0 gibt mit (z, Az) > |||/

fur alle x € R™.



33

Satz 3.25

Jede symmetrische und positiv definite Matrix A besitzt eine L R-Zerlegung
von der Form A = LR = LDL" mit einer unteren Dreiecksmatrix L mit
Einsen in der Diagonale und einer Diagonalmatrix D mit positiven

Diagonalelementen.

Beweis: Wegen (e1, Aej) = ajq ist a;; > 0. Sei Gy die GauBsche

Eliminationsmatrix mit

ann| a2 - anm

1 1
0 | ay - af)
0| alf - awl

Dann ist wegen a;; = a;;

(I —G)A(I —Gy)T

ap/ 0 - 0
P 1 1
. 0 | a(22) agn) _[an 0
gyt o | N0 B
0] aff - aWl

Die (n — 1) x (n — 1)-Restmatrix B ist wegen ((I — G1)A(I — Gy)T)T
= (I = G)T) AT = G)T= (I — G)AT(I — Gy)”
= (I — G1)A(I — G;)"'symmetrisch.
Ist © = (2, ..., 2,)" € R" ' und T € R" gegeben durch
T =(0,29,..,2,)", sogilt (z, Bx) = (&, (I — G1)A(I — G1)T%)
= ((I -Gz, A(I — G1)™7)
Da (I — G1)"Z genau dann der Nullvektor ist, wenn x = 0 ist, ist fiir  # 0
(x, Bx) > 0. Damit Restmatrix B wieder symmetrisch und positiv definit.
Durch Induktrion folgt aus diesen Uberlegungen, dass es Eliminationsmatrizen
G4, ..,G,_1 gibt derart, dass
D:=(I-Gn, 1) (I-G)AI-G)T--- (I —Gp_1)"
eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen ist. Wegen
L=((I-=Gny) - (I-Gy)) '=I+ nka und
k=1
(I =G (I = Gt)) = (I = Gpa) - (T = G1))T) ™
= (I =Gu) - (I=G)) ) = LT

folgt daraus die Existenz der Zerlegung.
OJ



Folgerung:

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn sich der
Gauflsche Algorithmus ohne Spaltenpivotsuche fiir sie als durchfithrbar
erweist und auf eine obere Dreiecksmatrix R(= DL”) mit positiven
Diagonalelementen liefert.

Wegen (z, LDL"z) = (L"z, DLTz) > 0

Satz 3.26

Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit und liefert der Gauf3sche
Algorithmus bei exakter Rechnung die L R-Zerlegung A = LR, so gilt

fir die Elemente der Matrix |L||R| die Abschéitzung

\LI| R [i; < \J/auay;

Beweis: Sei R = DLY, C = LD3. Dann ist A= LR = LDLT = CCT und
IL||R| = |C||C|". Fiir die Elemente der Matrix C' = (c;;) gilt

chj = CCT|” = Qy;

J=1

Dabher ist

IL||R| |;; = |ClIC|];; = ];|Cz’k||cjk|

n /2 p 1/2

< (Xlewl’) (XCleil’)  (Schwarzsche Ungleichung)
k=1 k=1

= an-ajj |:|

Folgerung:

Der Gaufische Algorithmus ist fiir symmetrische-positiv definite Matrizen

nicht nur immer durchfiihrbar, sondern auch numerisch extrem stabil.

Bemerkung:

Die Zerlegung A = LBL" einer symmetrisch positiv definiten Matrix A
lasst sich durch Koeffizientenvergleich auf direktem Weg beechnen.
Gegeniiber der allgemeinen Form des Gaufischen Algorithmus
halbieren sich dabei Rechenaufwand und Speicherplatbedarf.

Anzahl Punktoperationen:

nd + O(n?)
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Cholesky Zerlegung;:
A=CCT (C = LD"? untere Dreiecksmatrix)

Lasst sich in gleicher Weise durch Koeffizientenvergleich bestimmen.

Rechenaufwand:

+n? + O(n?) Punktoperationen, n Quadratwurzeln.

3.6 Eliminationsverfahren fir schwach besetzte Matrizen

Schwach besetzte Matrix:

sehr wenige Nichtnullelemente im Vergleich zur Geamtzahl der

Matrixelemente.
typisch O(n) Nichtnullelemente bei n x n-Matrix.
n = 1000, 10 000, 100 000, 1 000 000

Direkte Verfahren

Nur die Nichtnullelemente von A, L und R werden abgespeichert.

Von besonderer Bedeutung sind in diesem Zusammenhang die benutzten
Datenstrukturen. Fiir wesentliche Problemklassen wie z.B. symmetrische
positiv definite Matrizen kann man auf eine Pivotsuche verzichten.

Dann lauft ein direktes Verfahren in vier Phasen ab.

Phase 1: Analysephase

In dieser Phase wird eine Permutationsmatrix P bestimmt, so dass die
LR-bzw. LDLT-Zerlegung der Matrix PAPT moglichst wenig
Nichtnullelemente enthalt.

Dabei wird allein von der Besetzungsstruktur, d.h. der Position der
Nichtnullelemente von A ausgegangen.

Algorithmen zur Bestimmung solcher Permutationsmatrizen beruhen auf

Graphentheoretischen Uberlegungen.

Phase 2: symbolische Zerlegung
In dieser Phase wird die Position der Nichtnullelemente von L und R bzw. nur

von L bestimmt und eine entsprechende Datenstruktur aufgebaut.

Phase 3: numerische Zerlegung
In dieser Phase werden L und R bzw. L und D berechnet.
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Bemerkung: Phase 2 und Phase 3 sind am aufwandigsten. In der Regel
wéchst der Speicherplatz und Rechenaufwand tiberproportional zur
Anzahl der Unbekannten.

Phase 4: Losungsphase

Auflosung der Dreieckssysteme.

Definition 3.27 (Bandmatrix)
Eine (n x n)-Matrix A = (a;) heifit Bandmatrix der Bandbreite m, m < n,
falls a;; = 0 fir |i — k| > m gilt.

Im Fall m = 1 spricht man von einer Tridiagonalmatrix.

Satz 3.28
Besitzt eine Bandmatrix A der Bandbreite m eine L R-Zerlegung und ist A

invertierbar, so sind auch L und R Bandmatrizen der Bandbreite m.

Beweis: (und Konstruktion von L und R)

durch Koeffizientenvergleich.
O

Folgerung:
Berechnet man eine solche LR-Zerlegung durch Koeffizientenvergleich,
2

3
Fiir m < n ist dies eine sehr grofle Ersparnis gegeniiber den %n?’ — %n

braucht man nm? — 2m? + mn Punktoperationen.

Punktoperationen bei voller Abspeicherung der Matrix.

bei Spaltenpivotsuche: ahnliche Einsparungen



3.7 Iterationsverfahren

Problem: Bei direkten Verfahren(auch wenn sie auf schwach besetzte
Matrizen zugeschnitten sind) wéchst die Rechenzeit und Speicherplatzaufwand

in der Regel tiberproportiional zur Anzahl der Unbekannten.

Ausweg: Iterative Verfahren
gegeben: A nichsingulédre (n x n) Matrix
B nichtsingulére (n x n) Matrix
Iterationsverfahren:

2+ — (9 + B—l(b _ Ax(i))
zur Losung des Gleichungssystems

Ax =10

mit der exakten Losung 7.

wichtige Bemerkung:

Im Gegensatz etwa zum Gauflschen Eliminationsverfahren sind iterative
Verfahren keine universellen Verfahren. Zur Konstruktion einer guten

Niherungsinversen B! fiir A muss die Problemstruktur ausgenutzt werden.

Beispiel:

Mehrgitterverfahren fiir diskretisierte partielle Differentialgleichungen.

Beispiel 3.29

Die Matrix A habe die Darstellung
A=L+ D+ R mit

Li;; =0firj>1

Lj;; =0 fir j <i
D|;;=0firi#j

D sei nichtsinguldr. Dann ist 20t = 20 + D=1(b — Az®) das

Gesamtschritt oder Jacobi-Verfahren.

In Koordinatenschreibweise:

:L‘,(jﬂ) = :L‘g) + L (b — E(lkjl';»i))
j=1

akk

= ﬁ(bk — ];akjmy))

j#k
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Beispiel 3.30

(Bezeichnungen wie im Beispiel 3.29)

Das verfahren

2D = 20 4 (L4 D) (b— Az®) ist das Einzelschritt- oder
Gauf3-Seidel-Verfahren.

Wegen Dzt = — La(+) — Rz® Jautet es in Komponentenschreibweise

x,(fﬂ) = ﬁ(bk - Zaijyﬂ) - Zakjazg-i)) (leere Summe=0)
<k i>k

einfacher zu realisieren als das Jacobi-Verfahren!

Satz 3.31

Fiir die Fehler 2V — 7 gilt die Rekursion:

2+ 7 = (I — B7'A)(2") — 1)

Die Matrix I — B~ A ist die Fehlerfortpflanzungsmatrix.

Beweis: klar

0J
Satz 3.32
Gilt in der durch die Vektornorm ||.|| induzierte Matrixnorm

|1 = B'A| < g < 1soist |20t —z|| < ¢[|z® —z|| < ¢?||2© — =],

speziell also Hx(i) — EH — 0.

Beweis: klar
O

Beispiel 3.33

Gibt es eine Konstante 8 < 1 und
Z\am < H\a“],z = 1, ., n

j=1

J#i

so gilt beziiglich der Matrixnorm als Vektornorm fiir die Fehlerfortpflanzungs-

matrix des Jacobiverfahrens || — D7'AJ| < 6.



Beweis: Fiir e =1,...,n ist

n
|2 — o= > aij|
=1

n

1
o 2. 0T |
Jj=1

J#i

< (g 2 lag )l
j=1
J#i
< 0|z||
= ||(I = D' A)z|| < 0|
]

Beispiel 3.34
Unter den Voraussetzungen aus Beispiel 3.33

gilt fiir die Fehlerfortpflanzungsmatrix des Gauf-Seidel Verfahrens beziiglich
der Maximumnorm ||[I — (L + D)"'Al| < 6.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion tiber k
) 7] <00 ]

Es ist

Dz(+) = b — Lg(+) — Rz®)

Dz =b— LT — RZ, also

e — 7 = D'L(T — 20)) + DTR(T — 2)

oder in Komponentenschreibweise

oy =T = (@ — ) + Y ay(@; - 2
j<k >k
Daraus folgt
i+1) - = i
) =7l < [k S langlt + s Slaw | 7 - 29
i j<k >k

< |mn ool 7 ==

und endlich

a6+ — ] < b]Ja> 3]

Die 2" — 7 ein beliebiger Vektor sein kann folgt daraus
I —(L+ D)'A|| <0.

Verfahren: (1) = () + B=1(h — Az®)

39



40

Fehlerfortpflanzung:
20t -7 = (I — B7'A) (2@ — 1)

Satz 3.35

Sind ||.|| und [||.||| Normen auf dem R”™ fiir die mit paarweise verschiedenen
Konstanten K1, K, K;||z|| < Ks||z|| (x € R™) gilt, und gilt beziihlich der
durch die Norm |[||.]|| induzierte Matrixnorm |||/ — B~'A||| < ¢ < 1,

so ist [Jo® — 7| < Kaqf||z® — 7|

Beweis:
[z =7 < % ||2@ = 7| < 7|« - 7| < Z' K2 - 7|
O

Bemerkung: Nach Satz 3.5 existieren solche Konstanten K; und K, immer;

praktisch ist die Gréflenordnung von K,/ K entscheidend.

Ziel: Charakterisierung der Konvergenz
Spektralraidus p(A) einer Matrix A.:
Betrag des grofiten Eigenwertes A € C von A.

Satz 3.36
Zu jeder (n x n)-Matrix A und jedem € > 0 gibt es eine Vektornorm auf
dem R™, so dass fiir die induzierte Matrixnorm ||| A||| < p(A) + ¢ gilt.

Beweis: Sei A = T~'JT und

;1
Jp 0
0 I 1
0 i
(Jordansche Normalform)
Sei weiter D = diag(1,¢, ..., ")
Dann ist
i € 0
Jlo 0
D_lTAT_lD — 7‘]7,/ e
0 - J! €



Wiéhlt man jetzt als Vektornorm |||z||| := || D~ Tz, so ist wegen
D™'T(Az) = (D-'TAT~'D)(D 'Tx)

die zugehorige Matrixnorm die Zeilensummennorm von
D™'TAT'D, also ||| 4]]] < max |Ai| +e=p(A) +¢

O

Satz 3.37

Ist p(I — B7'A) < § < 1, so gilt in jeder Norm auf dem R"
lim 5"”x<i) — EH =0

Ist umgekehrt p(I — B~'A) > 1 so konvergiert 2 nicht fiir alle

Startvektoren (V) gegen 7.

Beweis: Sei p(I — B™'A) < ¢ < § < 1. Dann gibt es nach Satz 3.36 eine
Norm |[|.||| auf dem R™, so daf beziiglich der induzierten Matrixnorm

|1 — B7'Al|| < g ist. Nach Satz 3.35 folgt |[|z® —z||| < ¢'||=® — z]||.

Da samtliche Normen auf dem R™ aquivalent sind, gibt es eine

Konstante K mit [|z[| < K|||z|| fiir alle z, also ||z —Z| < K¢ |||z — z|||
Daraus folgt wegen ¢ < & ilirgoé_i||x(i) —z|[=0

Ist p(I — B'A) > 150 gibt es z € C,z # 0, und ein A € C mit
(I—B'A)z= )z |\ >1

Damit kann (I — B~1A)"z = Az nicht gegen 0 streben.

Ist z =u+iv,n,v € R", so gilt fir ein e € {u,v}

(I — B *A)e - 0 fiir i — oo.
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4. Nichtlineare Gleichungssysteme

sinr; — a9 =0

1 —cosxy =10

4.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 4.1 (BFP)

Die Funktion ¢ : G C R™ — R” bilde die abgeschlossene Menge GG

in sich ab. Sei sie Lipschitz-stetig beziiglich der Norm |[.||, d.h.

fir alle z,y € G sei ||o(x) — ¢(y)|| < L||x — y|| mit einer Konstanten
L <1

Dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt = € G. Fiir alle xy € G strebt da
durch xp1 = p(zx), k = 0,1,2, ... gegebene Folge gegen 7.
Es gelten die a posteriori Abschétzung
lzx — 2| < 2z llon — 2]
und die a priori Abschéatzung
_ K
s — 7 < s — ol
Beweis: genau wie Satz 2.14
O

Bemerkung: Ist G konvex, ist die Schrittfunktion ¢ auf einer offenen

Obermenge von G stetig differenzierbar und ist L := sup||¢/'(z)|| < 1,
zeG

so gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

le(x) — o)l = IIZSO’(JJ +i(y — )y — =) dt

IN

' (z +t(y — x))(y — =)dt]|

@' (z + t(y — 2)[llly — l|dt

IN

Llly — x[|dt

IN
N otY—r Oo—r Oo-—~r

ly — |

O



Beispiel 4.2

Iterationsverfahren der Form x;. 1 = ¢(z1), p(x) = z + B~1(b — Ax)

zur Losung des linearen Gleichungssystems Az = b.
In diesem Falls ist L = || — B~ A||

weiteres Beispiel:

Fixpunktiteration der Form

T =k — f'(x0) " f (2k)

zur Losung des Systems f(z) =y

In diesem Fall ist ¢(z) =z — f'(xo) " '(f(x) — y)) und
¢'(x) =1— f'(zo)~'f'(x)

anderes Beispiel:
p(r) = a+ep(z)

4.2 Das Newton Verfahren

gegeben: f: G CR" — R"

gesucht: T € G mit f(7) =0

Idee: lokale Linearisierung

0=f(@) = flop) + f(2e)(@ —2p) + ..
0= f(xe) + f'(z)(@ — i)

Ty = T — f'(zr) " f (1)

rechnerisch:

f'(@r)(Tr — o) = —f2g)

(Lose lineares Gleichungssystem fiir 0y = g1 — xg)

affine Invarianz

A invertierbare Matrix, g(z) = Af(x)

z—g(z) " g(z)
=2 — (Af'(x))"(Af(z))
=z — (f'(x) TA ) (Af(2))

A—l
=z — f(x) (AT A) f ()
=z — f'(x)" f(z)
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Beispiel 4.3
sinzy — 29 =0

Ty —cosxy =0

Kurzform: f(z) =0 mit f(z) = (fl(:m,m)) _ (sin T — ;1;2)

fg(a]'l,ZEQ) 1 — COS Io
Es ist
of,  of
F(2) = g—gj; g—}é _ <cos:v1 -1 )
2 2 ;

i -1 _ 1 SlIl IQ 1
f ($) " 14-cos z1sin zo ( —1 CoS xl)
Iterationsvorschrift:

T T 1 sin 9 1 sin r1 — 9
; - .
T To I4cosmsinzz \  —1  cosaxy /) \x1 — cos Tg

Beobachtung: sehr schnelle Konvergenz
OJ

Satz 4.4
Die Funktion f sei auf einer Kugel IC mit ihrer Nullstelle z als Mittelpunkt
definiert und dort stetig differenzierbar.

Vo € K sei f'(x) nichtsingulér.

Es geben eine Konstante w > 0 mit || f/(z) 7 [f'(y) — f'(2)]]] < wlly — z||
fiir alle z,y € K. Fiir ein gegebenes o € K ist q := §|zo — 7| < 1.
Dann ist die Folge der Newton Iterierten xy 1 = zp — f/(zx) 7L f (24,
k=0,1,2,..., wohldefiniert. Sie konvergiert gegen 7.

Alle xy liegen in KC und es gilt die Abschatzung

201 — T < $lla — 7|

Beweis: Fiir z € K sei ¢(z) :=z — f'(z) 7' f(z).

Hélt man z € K fest und wendet den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung auf die Komponenten der Hilfsfunktion

Y(t) = f(x+t(T —)),0 <t <1 an, so erhdlt man

F@) = fle) + if’(w FH(E - a)(E )
Wegen f(Z) = 0 folgt daraus

f(z) = Zf’(x + (T —x))(x —T)dt



Daher ist T — p(x) =7 — x + f'(z) "' f(2)
—f’( )7 Hf (@) = f(@) (2 - 7))

= ff’ @+ HT - 2)) — f(2))(z —T)dt
Daraus folgt
le(z) == < fo’ e +t@ - 2) = f(@))(z - 7)||d

IN

1f' (@) (2 + 6E = @) = @)l — Z|dt

w|[(z + (T — x)) — fl[lx — 7|t

VAN
O~ o%»—t oO—— =

wt||Z — z||||x — Z||dt

= 4lz — 7|’

Fir alle x € K ist also

lo(a) =z < gllz =z (1)

Ist daher x; € K und gilt

Sllee =7l <q¢ ()

so erfilillt xp11 = p(zx) wegen (1)

|2kt — 7| < Lok — 7| < gz — 7

Damit ist die Folge der x; wohldefiniert. Alle xy liegen in K und erfiillen (2).
Aus (1) folgt weiter ||xgi1 — EH < oy — z|?

Das bedeutet ¥||z), — Z|| < ¢* " also Konvergenz der x;, gegen 7.

U

Folgerung: lokal quadratische Konvergenz

Bemerkung: Die Konstante w ist so etwas wie eine Lipschitzkonstante von f.

Sie ist affin invariant: Sei also g(z) = Af(x), A invertierbar, nichtsingular.
Dann gilt wegen ¢'(z) = Af'(x)
(@) gly) — g(@)] = (@) [f(y) — f(@)]

globales Konvergenzverhalten:

sehr kompliziert
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Beispiel 4.5

Nullstellen des konvergenten Polynoms 23 — 1:
dquivalentes reelles System fiir x,y (z = z + iy)
22 =3y’ —1=0

—3xy? + 93 =0

Vergroflerung des Einzugsbereichs

Benutze eine Dampfungsstrategie, um zu garantieren, dass eine vorgegebene,

durch ein Skalarprodukt induzierte Norm des Residuums f(z;) von Schritt zu
Schritt hinreichend stark abnimmt. Solche Strategien beruhen auf der
Beobachtung, dass die Funktion

¥(6) = |If (@ — 6f/(2) " f (@)

bei vorgegebener durch ein Skalarprodukt induzierter Norm die Ableitung
¥'(0) = =2/ f(«)]*

hat. Eine ganz einfache (nicht die beste) Version eines solchen Verfahrens
sieht wie folgt aus:

Start: (Schritt 0)

Gebe z( vor. Berechne f(zo), || f(xo)]|

Schritt k+1:

Ty, f(zx), || f(zg)] sind bekannt

1) Berechne f'(x)

2) Berechne die Korrekturrichtung d als Losung des GLS f'(xp)d = — f(xy)
Setze 0 =1

3) Berechne z + 6d, f(x), + 0d), || f(zx + 6d)||

) e+ 0d)] < (1= @]l

ja: Setze xp 1 = xp + 0d

nein: Halbiere 6 und springe auf 3)

Konvergenz:
bei Start in kompakter Niveaumenge {z||| f(z)|| < || f(z0)||} =: N(xo), falls
f'(x) auf N(xy) nichtsingular ist.
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affin invariante Version:

i, f' () 7 f (), 1 f (2) 7' f ()], gegeben.

1) setze 0 =1

2) Berechne mit d := — f'(x,) ' f(x1), 21 + 0d, f(xr + 0d) sowie
d = f'(ax) ™" f (o +0d), |[d]

3) lldll, < [ld]I?

ja: Setze w1 =z + 0d, f(xr41) = f(z + 0d)

Berechne f'(2y+1) und f'(p1) ™ f (o), [ (2a0) 7 f () |
nein: halbiere 6 und gehen auf 2)

Abwandlungen des Newtonverfahrens:

1) f(x) wird iiber mehrere Schritte konstant gehalten

2) f'(z) wird nicht exakt, sondern durch numerische Differentiation
berechnet (Differenzenquiotienten)

3) f'(z)~! wird in singulédren Punkten durch f’(z)* (Pseudoinverse) ersetzt
Thir = o — f'(@i) " f ()

4) Rangmodifikationsverfahren

Thy1 = Tk — ka(33k)

rang(Hy — Hy+1) = 1 oder 2

5) ndherungsweise Losung des linearen Gleichungssystems

flxp)(Tpyr — 22) = — f(a)
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5. Lineare Ausgleichsprobleme

5.1 Lineare Ausgleichsprobleme in unitaren Raumen

Definition 5.1
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung (, ) : V x V — R heift
Skalarprodukt auf V', wenn fiir alle z,y, 2 € V und alle o, § € R die

folgenden Bedingungen erfillt sind.
() (,9) = {v,2)

(i) (ax + By, z) = oz, 2) + 5y, 2)
(iii) (z,x) > 0,{(x,2) =0 <= =0

Zusammen mit einem solchen Skalarprodukt wird V' zu einem unitaren Raum.

Satz 5.2

Ist (, ) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V', so gilt fiir alle
x,y € V die Schwarze Ungleichung.

{z,y) < (@, 2)(y,y)

Durch ||z]| := \/{z,z) wird eine Norm auf V' induziert.

Es ist o —y[|” + [l= +y|* = 2l2[* + 2[ly||* und

(@) = flle +yl” = llz = yl)

Beispiel 5.3
Der R™ und dem Standardskalarprodukt

1=

und der durch es induzierten euklidischen Norm

el = (L)
1=

Beispiel 5.4
Der Raum C/a, b] aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R mit dem
b
Skalarprodukt (f,g) = [ f(z)g(z)dx und der Lo-Norm
b

Ifl = ([ f(z)dx)z

a
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Beispiel 5.5
Der Raum C{}[a, b] aller stetig differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R
und f(a) =0, f(b) = 0 und dem Skalarprodukt.

b
(f,9) = [f'(x)g (x)dx
Definition 5.6

Sei V' ein reeller Vektorraum mit der Norm ||.|| und M ein linearer

Teilraum von V. Dann heifit y* € M ein Element bester Approximation an

x € V beziiglich der gegebenen Norm, wenn fiir y € M
[z —y*[| < [lz — yl| gilt.

Satz 5.7
Die Norm werde durch ein Skalarprodukt (. ,.) induziert. Dann ist y* € M
genau dann ein Element bester Approximation an z € V', wenn fiir alle

veM (x—y* vy =0 ist.Es gibt hochstens ein Element bester Approximation.

Beweis: Sei y* € M ein Element bester Approximation an z € V. Sei v € M.
Dann nimmt die skalare Funktion F(z) := ||z — (y* + ow)||* = ||(z — y*) — av||
= ||z — y*||* = 2(z — y*, v)a + |Jv||*a® wegen y* + av in a = 0 ein

globales Minimum an. Wegen F’(a) = —2(x — y*,v) + 2||v||a und

F'(0) = —=2(z — y*, v) folgt daraus (z — y*,v) = 0.

Sei nun umgekehrt (z — y*,v) = 0 fiir alle v € M. Dann ist fiir alle

veM: |z —(y +o)ll* = llz =yl = 2(x — 7, 0) + o]’

= [lz — g7 [I* + [Jol* also [lz — (z* + )| > |lo — || fiir v # 0.

Damit ist y* ein Element bester Approximation und

|z — y*|| < ||z — vl fir alle y # y* aus M.OJ

Satz 5.8

Ist M endlichdimensional und bilden die Vektoren vy, ... , v, eine Basis

n
von M, so ist y* = > a;v; genau dann ein Element bester Approximation
i=1

an x € V, wenn die Koeffizienten «; das Normalgleichungssystem

n

> vy, v5) o = (x,v5),7 = 1,...,n erfiillen.

i=1

Der Koeffizientenmatrix dieses Systems ist symmetrisch und positiv definit.

Das Normalgleichungssystem ist damit eindeutig losbar.



Beweis: Die charakterisierende Bedingung aus Satz 5.7 ist genau dann erfiillt,
wenn fiir j =1,...,n

<z — ) 000 > =0

=1
gilt, das heifit wenn «; das Gleichungssystem

n
Y (v, vj)e; = < x,v; >, j =1,...,n erfiillen.
=1

Die Koeffizientenmatrix A mit A|;; = (vj,v;) dieses Systems ist wegen

der Symmetrie des Skalarprodukts symmetrisch. Fiir alle Vektoren

a=(o,...,a,)" € R gilt a"Aa = 3 (s, v;) 0505
ig=1

n n n
= < >, yoau; > = || av|* > 0 und genau dann
i=1 j=1 i=1
n
aAa =0, wenn Y ayv; = 0 ist. Da die
i=1
v; als Basis linear unabhangig sind, ist dies genau dann der Fall,
wenn oy, ... ,a, = 0 oder a = 0 ist.

O

Beispiel 5.9
1

Sei V' = C[0,1], versehen mit dem Skalarprodukt (f, g) = [ f(x)g(x)dx.
0

Sei M der Raum aller Polynome n-ten Grades. Zu einer gegebenen
Funktion f : [0,1] — R ist das Polynom P = P* vom Grad n gesucht

1
fiir das der Abstand || f — P|| = ([|f(z) — P(z)|*dx)"/? minimal wird.
0

Eine Basis des Raums aller Polynome n-ten Grades bilden die Monome

i(x) =20 =0,...,n. Stellt man das optimale Polynom P* in der Form
P*(z) = Y auxt = Y a;p;i(x) dar, miissen die a; das System
i=0 i=0
Yo< i, pj >a; =< f,f; >,7=0,...,n erfiillen.
i=0

1

v ist die Koeffizientenmatrix dieses

1
Wegen < ¢;, ;> = [2'addx =
0

Systems die Hilbertmatrix H der Dimension n + 1 mit den Koeffizienten
_ 1

Hlij = w1

Die Hilbertmatrizen sind beriichtigt fiir ihre schlechte Kondition.

Das beschriebene Gleichungssystem ist daher ungeeignet, um das

gegebene Ausgleichsproblem zu losen.
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Ausweg: man muss zu einer besser konditionierten Basis iibergehen.

Ideal ist eine Orthonormalbasis mit Basiselementen ¢;,i =0, ... ,n

mit (p;, ;) = 0;;. Dann ist P*(x) = Y < f, i >¢;.
i=0

Fourieranalyse
Gesucht ist die beste Approximation einer 27-periodischen Funktion
f : R — C durch ein trigonometrisches Polynom

n .
Z a 61er
k=—n

n-ten Grades im Sinne der durch das Skalarprodukt

<fg>= jf(a:)@dx

induzierten Norm. Die Monome f;(x) = €™* bilden eine Basis dieses Raumes.

Wegen (pg, p1) = 20 ist Y fA(k)eikx, fA(k) = % [ fx)ehadx
k=—n g

die optimale Losung. Die Koeffizienten f(k),k € Z, sind die

Fourierkoeffizienten der Funktion f.

Beispiel 5.10
Sei V' der Vektorraum C'a, b] mit dem Skalarprodukt

b
(f,9) = [[(z)g(z)dx. Mit h =% n € N fest, sei

T :a+kh:a—|—b—T‘zk,k:O,... 1

Der Raum M besteh aus allen Funktionen aus Cla, b}, die auf den
Teilintervallen [z, xg41],k =0, ... ,n — 1 linear sind.

Eine Funktion M ist durch ihre Werte in den Punkten z, ..., z,
eindeutig festgelegt. Fine Basis von M bilden die Funktionen ¢y, ... , ¢,
mit ¢;(zg) = d;. Diese Funktionen haben lokale Trager.

Damit ist (¢;, p;) =0, falls i — j| > 1 ist. Die Koeffizientenmatrix

ist damit eine Tridiagonalmatrix. Sie ist
0 --- 0

L O ol wie
e ol

o
o
ol
WO = o
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Sie ist sehr gut Konditioniert. Thre Zeilensummennorm ist
lAll=4+3h+5=h

Es ist

%:171 = Ax|; — %xQ

%hxi = Azx|; — %xi_l — %xiﬂ,i =1,...,n—1
%xn = Ax|, — %xn_l

Daraus folgt

1] < 2 Aall, + ol

2:] < 2llAall . + Ll

2l < 2llAz]l,. + 3l

und damit

Il < 2lAz] + 3llz]| oder

] < 7l Az], d.h. A7 < §

Foo(A) = [ A[I[ATY < 6

5.2 Lineare Ausgleichsprobleme im R"

Die QR Zerlegung einer Matrix

Beispiel: Gesucht ist die beste Approximation einer Funktion f im Sinne des
Abstandsmafles

(S(f (@) = pla)))

durch eine Funktion ¢ in einem endlich dimensionalen Teilraum.

Abstrakter: gesucht ist die beste Approximation des Vektors

(f(x1), ..., f(zn))T € R™ durch einen Vektor (o(x1), ... , p(x,))"

aus einem gegebenen Teilraum des R™.

allgemein: Gegeben sei eine (m x n)-Matrix A (mit m Zeilen und n < m
Spalten) eines Rangs < n und ein Vektor b € R™. Gesucht ist die beste
Approximation von b durch eine Linearkombination der Spalten von A.
Summe des euklidischen Skalarprodukts, also ein Vektor z* € R™ mit

J Az = bll, < | Az — b, € R

Satz 5.11
Hat die Matrix A den Rang n, sind also die Spalten von A linear unabhangig,

so ist x* eindeutig bestimmt und die Losung des Gleichungssystems
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AT Az* = ATb.

Beweis: Seien aq, ..., a, € R™ die Spalten von A und M der von

diesen Spalten ausgespannte Teilraum des R™, d.h. das Bild des R™ unter A.

Gesucht sind dann die eindeutig bestimmten Koeffizienten x; in der

Linearkombination Y xz;a; € M, fiir die fiir alle v € M
i=1

1> zia; — b2 < ||v — bl|, ist.
i=1
Nach Satz 5.8 erfiillen die x; das Normalgleichungssystem

n
Yo<aj,a; >r;=<ba;>j=1..,n

i=1
das in Matrixform mit z = (zq, ..., z,)
A*Ax = A*b

lautet

U

Bemerkung: Numerisch ist es nicht immer giinstig diese Charakterisierung

zu nutzen.

Beispiel 5.12
Fiir die (6 x 5) Matrix
11 1 1 1

e 0 --- -2 0
0 €
: .0
0 -«- oo 0 &
vom Rang 5 ist
14+ g2 1 1
1 1+¢?
ATA = : o 14€?
: 1+ 2 1
1 1 14+ g2

Fiir e = 5 -107% ist ¢ = 1 - 107'° und deshalb in 10 stelliger Arithmetik:
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11111
11111
glATA)=|[1 1111
11111
11111

eine Matrix vom Rang 1.
O

Weiteres Problem:

Der Rang von A kann kleiner als n sein. Die optimale Approximation von b

durch die Spalten von A ist dann nach wie vor eindeutig, nicht aber

die Koeflizientenmatrix.

Satz 5.13
Unter allen Vektoren x € R" mit ||Azx — b||, = m%gn | Ay —b]|,
yeRrn

gibt es genau einen Vektor x* kiirzester euklidischer Lange.

Beweis: Sei M C R™ der Raum, der von den Spalten von A aufgespannt wird.
Dann gibt es nach Satz 5.8 genau ein y* mit ||y* — b[|, < ||y — b||, fiir alle

y € M. Es gilt genau dann [|Az* — b, < ||Az — b, fiir alle x € R",

wenn Axr* = y* ist. Ist z{ ein derartiges x*, so ist die Menge aller dieser

x* von der Form z* = zf — v,v € Kern(A). Der Kern von A ist ein
endlichdimensionaler Teilraum des R™.

Die Lange von z* wird also genau dann minimal, wenn v die eindeutig

bestimmte beste Approximation von z; durch ein Element von Kern(A) ist.

Aufgabe: Man 16se das Ausgleichsproblem ||Az — b||,, — min in

numerisch stabiler Weise!

Definition 5.14
Eine QR-Zerlegung der (m x n)-Matrix A ist eine Zerlegung von A in das
Produkt A = QR einer orthogonalen (m x m)-Matrix () und eine obere

Dreiecksmatrix der Dimension m X n.

Beobachtung 1: Die ersten k Spalten, k& < n von A lassen sich als

Linearkombination der ersten k Spalten von () darstellen.
Beobachtung 2: Rang(A) = Rang(R)




Beobachtung 3: Hat A vollen Rang, so sind die ersten n Spalten von )

bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.

Berechnung der ersten n Spalten von @):

durch Orhtogonalisierung nach Gram-Schmidt?

leider instabil!

Losung des Ausgleichsproblems mittels einer ) R-Zerlegung von A:
Az —bll, = |QRz — b,

= |Q(Rz — QTb)[l, (Wegen QQ" = 1)

= |Rz = QTbll,  (wegen||Qull, = [[v],)

Sei nun

_ (R n T (L) T
R_(0>m—n’Q b_(CQ)m—n

n

Dann ist genau ||Az* — b||, < |Az — b]|, fiir alle z € R™, wenn#
|Rix* — c1|2 < ||Riz — 1], fiir alle x € R™ und genau dann

|Az* = b||, > |lc2]|y, wenn Riz* = ¢ ist.

Bemerkung: Ist A eine (n x n)-Matrix A = QR eine QR Zerlegung von A,

so kann man das lineare Gleichungssystem Ax = b wie folgt l6sen:
1) Lose Qy = b, d.h. setze y = Qb
2) Lose Rx =y

Definition 5.15

Sei v € R™ und ||v||, = 1. Dann definiert Hr = v — 2< v,z >v,z € R™,
die zu v gehorige Householdertransformation.

Sie hat die Matrixdarstellung H = I — 2uv’

geometrische Interpretation:

H ist die Spiegelung an der Hyperebene
H={x e R"|{v,z) =0}
Fir alle x € R™ ist namlich

r=x— (v,z)v+ (v, x)V
—_————  ——

€H €Ht
Hr =z — (v,z)v — (v, 2)v
———— N —

eH eH+
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Satz 5.16
Householdertransformationen sind orthogonal und selbstadjungiert:

Ist ||v]|, = 1, so gelten fiir die Matrix H = I — 2vv" die Beziehungen
HH=IH =H

Beweis:

Hlij = 0y — 2vv; = Hly;

H"Hx = HHz = (v — 2< v,z >v) — 2{x — 2(v, z)v,v)v
=z —2(v,z)v — 2(v,z)v + 4{v, z) (v, V)V = T

Wegen (v,v) = 1.

0J

Satz 5.17
Sei a € R™,a # 0, gegeben. Sei w = a + o||a||,e; mit 0 = +1,
falls al; = a; > 0 ist, und 0 = —1, fallsa|; < 0ist. Dann ist

wl|? = 2|la all, + |at]). Setzt man nun H = — 20", v = —t—w
2 2 2 1 ) s

so gilt: Ha = —ol|al|,e1

Beweis: [|w[|* = (a + ol|afler, a+ ollale:)
= (a,a) + 20|all(a, e1) + o?[|a*(e1, 1)
= [la]l* + 2|a|[lal| + [lal|*

= 2|all(llall + |a))

> 2|al|?

>0

Ha =a—2{a,v)v

_ (a)
@ = 2w

(a,0)+olall{ae1)
2all(lal+la1])
_ o — o dal*+alld
3llalllal+la1)

=a—w

=a—2
w
=a—(a+olaller)

= —0llalley

O
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Bemerkung: Bei der Berechnung dieser Transformation kann
keine Ausloschung durch Addition von Zahlen unterschiedlichen Vorzeichens

auftreten!

Berechnung der QR-Zerlegung einer Matrix

Falls die erste Spalte von A ungleich 0 ist, wahle eine Householder-
transformation H, die sie in ein Vielfaches des 1. Einheitsvektors
transformiert.

(Ist die erste Spalte =0, setze man H = I — 2vv",v = 0)

Schritt k+ 1,k <n

Man wihle eine Householdermatrix Hjq = I — 2vv " mit einem Vektor
v="(0,..,0, 0611, ... ,’Um)T, die die erste Spalte der Restmatrix in einen
Vektor = = (x1, ..., Tk, Tg41, 0, ... ,O)T transformiert.

(Gehe nach Satz 5.17 vor, falls die erste Spalte der Restmatrix # 0 ist,

sonst setze v = 0)
Ergebnis: Orthogonale Matrizen Hj, ..., H, der Form Hy, = I — 2vv’
mit ||o||, = 1 oder ||v]|, = 0 und eine obere Dreiecksmatrix R und

H,---HiA=Roder A= (H,---H\)'R=H,---H,R=QR

Bemerkung: () wird nicht explizit berechnet. Man speichert Stattdessen

die Vektoren v ab, die die Householdertransformationen bestimmen.

Speicheraufwand:

mn + n Speicherplatze fir die Faktoren von () und fiir R.

Aufwand k-ter Schritt:

Berechnung von H = I —2vv" und Ha = —sgn(a;)||al|,e::

lall, : m —k+ 1 Multiplikationen, 1 Quadratwurzel
w = a-+sgnlar)laller s —

wll, = 2llall,(lall + |ai]))? 1 Quadratwurzel
1
[lwly

> =2(m — k + 1) Punktoperationen,2 Quadratwurzeln

w : m — k -+ 1 Divisionen

r =

Multiplikation der restlichen n — k Spalten mit H
Ha = a — 2{a,v)v jeweils 2(m — k + 1) Punktoperationen



o8

Gesamtaufwand:

i[Q(m—k—i—l)—|—2(m—k:—|—1)(n—k)]

= (m = 25%)(n? +m)

numerische Stabilitat:

ganz hervorrangend! Bei quadratischen Matrizen viel besser als L R-Zerlegung,

ja sogar besser als bei der Zerlegung symmetrischer positiv definiter Matrizen.

Losung linearer Gleichungssysteme

Ar=b <= 2=R'QTb

Aufwand:

QR-Zerlegung: 2n® +n? + O(N)

Q'b=y :n?

R~y D sn?

asymptotisch doppelt so hoch wie bei der L R-Zerlegung

aber:

ungemein stabil!

Householder-Orthogonalisierung mit Pivotsuche:
H, - -HAP,---P, | =R
A=H,---H,RP, , - P

Wiéhle die Transpositionsmatrix Py, ; (Vertauschung zweier Komponenten) so, dass die
erste Spalte der Restmatrix die langste Spalte der Restmatrix ist.

5.3 Singularwertzerlegung und Pseudoinverse

Problem: Wie findet man den Vektor kiirzester euklidischer Lange, der

||Ax — b||, minimiert?

Satz 5.18
Zu jeder (m x n)-Matrix A,n < m gibt es eine orthogonale (m x m)-Matrix U
und eine orthogonale (n x n)-Matrix V' sowie eine Diagonalmatrix D mit

A =UDV". Diese Zerlegung heiit eine Singuldrwertzerlegung von A.

D = diag(oy, ... ,00)



Beweis: Seien z € R” und y € R™ Vektoren mit ||z||, = 1,|y||, =
[ Avlly

und A x = ry, wobei 0 = m;xx B die Norm von A sein soll.
n#0
Sei x, vy, ... , v, eine orthonormalbasis des R"und V; die (n x n)-

Orthogonalmatrix, deren Spalten diese Vektoren sind.

Sei y, ug, ... , Uy, eine Orthonormalbasis des R™ und U; die (n x n)-
Orthogonalmatrix, deren Spalten diese Vektoren sind. Dann ist wegen
Ax = oy:
vravi— (2 1w} 1
PR T\0 | B)m -1
1 n-1
Bezeichne (%) die Aufspaltung des Vektors w in 2 Teile

Wegen ||(2) 2= 52 + ||w||§

I,
( 2+wm> H > 02 4 ||lw||3 ist

1Al = [T AV, [, = 0% + o]

Wegen |[|Al|, = o folgt daraus ||w|| = 0, also
Tay. - (2 [0} 1

UrAv: = (0 | B)m—l

1 n—1

[viravi(g); =

Durch induktion folgt daraus die Existenz einer orthogonalen (m x m)-Matrix
U, einer orthogonalen (n x n)-Matrix V' und einer Diagonalmatrix D mit
UTAV = D.

Bemerkung: Der Spektralsatz besagt, dass sich jede symmetrische Matrix

A € R™" in der Form A = UDU" einer diagonalmatrix D und einer
orthogonalen Matrix U schreiben lasst.

Daher lasst sich satz 5.18 als Verwandter des Spektralsatzes deuten.

Definiton 5.19
Ist A=UDVT eine Singulirwertzerlegung der (m x n) Matrix A, so ist die

(n x m) Matrix At = VDU eine Pseudoinverse von A.

Also ist D = <%1) mit Dy = diag(oy, ...,0,) so ist DT gegeben durch

D* = (Df,0) mit D = diagl(p1, ... , i)

1
d i = o 17
Hne # {O,sonst
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Jetzt konnen wir die definitive Losung unsere Ausgleichsproblems angeben.

Satz 5.20
Ist AT eine Pseudoinverse der (m x n) Matrix A und b € R™, so ist

x* = A'b der Vektor x kiirzester euklidischer Lange mit
| Az —bll, = inf |l Ay — bl

Beweis: Wegen ||Az —b||, = |[UDV Tz —b||, = ||U(DV Tz — UTb) H2

= [[pvTe—UT,

ist * genau dann die gesuchte Losung kiirzerster Lange, wenn y* = V 'z
Dz —UTb|, ist.

den Vektor kiirzester Lange mit || Dy — UTb||, = m}}@n
Ze n

Wegen ||Dy - UTbH2 = min! Gilt also y* = DTU"b und somit
v =Vy =VDtUTb= A"bh
O

Satz 5.21

Jede (m x n) Matrix A,n < m besitzt genau eine Pseudoinverse.

Beweis: Nach Satz 5.20 ist fir jedes b € R" 2* = A™b ein Vektor x
kiirzester Lange mit || Az — b||, = ian | Ay — b, und nach Satz 5.13
yeRn

ist dieser Vektor eindeutig bestimmt.
O

Bemerkung: Fiir n > m ist die Pseudoinverse von AT eindeutig und damit

auch von A.

Alternative Darstellung der Singularwertzerlegung

=1

falls U — [u1, ... , Un, *, ... , %]
V = [Ul, ,Un]
D = diag(Ul, ;Un)

Annahme:
012092 ... 20, > Opy1yen, 05 =0

Dann gilt
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r
A= ZO’Z'UZ'U;—

=1

,

+ — S Ly’

A _Zgivzui
i=1

n n
Frobeniusnorm: [[Al|, = (3 Zafj)lﬂ
i=1 j=1

Satz 5.22

Die bestmogliche Approximation der (m x n) Matrix A mit der SWZ
min(n,m)

A= > aiuiv: mit o1 > 03 > ... > Omin(n,m) = 0 durch eine Matrix

i=1
B vom Rang k.,k < min(n,m), im Sinne der Frobeniusnorm ist.

k
B* = Y ouv; .
i=1

Beweis: Es ist ||[A — B, = ||[UDVT = B||, = ||UMD -UTBV)VT|,.
Da fiir orthogonale Matrizen U und V'

IUA|p = | Allp, [AV |z = |All o

gilt, folgt [|[A — B||, = |D - UTBV||,

Die Beste Approximation von D durch eine Matrix vom Rang k ist

k
offensichtlich U BV = Zaieie; woraus
i=1

k k
B =Y 0,Uee] V" = ou folgt.
i=1 i=1

0

Berechnung einer SWZ
Schritt 1
Reduktion der Matrix A auf Bidiagonalform mit Hilfe von Householder

Matrizen. Finiter Prozess
Schritt 2
Berechnung der SWZ der Bidiagonalmatrix mit mit dem QR-Algorithmus

iterativer Prozess




Householderschritt 1

r r r x r r x x z x 0 O z x 0 0
r T T T 0 z =z «x 0 z =z «x 0 z = =«
L R L R
r T x x —- |10 =z z «x — 10 z = =« — 10 0 « =« —
r T T T 0 z =z «x 0 z =z «x 0 0 =z =«
r T x x 0 z =z =z 0 z =z «x 0 0 z =z
z x 0 0 z x 0 0
. 0O x = O . 0 = O
—- 10 0 z 2 | —=10 0 2 «x
0 0 0 =z 0 0 0 =z
0 0 0 =z 0 0 0O

L, R :Multiplikation mit Householdermatrizen von links bzw. rechts.

Anwendung: ”information retrieval”

Finde aus einer Sammlung von n Dokumenten die Dokumente heraus, die
Informationen zu einem gegebenen Thema enthalten. Dazu muss die
Information durch Schlagworte oder Suchtherme kodifiziert werden.

Vektorraummodell

Stelle eine Kollektion von m moglichen Suchtermen zusammen.
Dokumente wie Anfragen werden als Vektoren im R™ aufgefasst.

Die Koponente a; eine solchen Vektors gibt an, wie oft der Suchterm, im
gegebenen Dokument vorkommt, bzw. ob dieser Term gesucht wird.
Datenbasis

Eine (m x n) Matrix A; die Spalten von A entsprechen den einzelnen

Dokumenten in der Datenbasis.

Bsp.: Internet Suchmaschine
m = 300.000 (Worte in engl. Sprache)
n~3-10° (Seitenim Netz)

ideale Suchmaschine
Berechne zur Anfrage ¢ € R™ den Zeilenvektor g" A € R™.

Liste die von Null verschiedenen Komponenten des Vektors aus.

Faktisch unmoglich!

k
Stattdessen: Ersetze A durch Rang k& Approximation A = Zoiuiv; und
=1

(2

k
berechne ¢' A;, = Zaz(qTUi)U;
i=1

O OO OoORrR
O OO 8 8
8 8 8 8 ©
8 8 8 © O
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5.4 Das Gaufl-Newton-Verfahren

nichtlineares Ausgleichsproblem
Sei f:R" — R™ n < m gegeben. Finde z* € R" mit
1 @)y < [1f ()], 2 € R

Spezialfall
f(z) = Az — b, lin. Ausgleichsproblem

Linearisierung um Naherungslosung xy:

f@) = f(oe) + [/ (o) (@ — )

Gaufl-Newton-Verfahren

Finde neue Naherung x4, als Losung von
|| f(xk) + f'(2r)(x — 21)||, = min!

formal:

Trpr = 2 — f'(xr) T f (1)

6. Interpolation

"Darstellung von Funktionen durch ihre Werte in vorgegebenen Punkten.”

gegeben:
eine von reellen Parametern ay, ..., o, abhangige Funktionenklasse
p(x;a0,. .., o)
und n + 1 Stiitzstellen xq, ..., z, im Definitionsbereich von .
gesucht:
(die?) Werte ap, . .., a, mit o(x; aq, ..., a,) = f; fir i = 0,...,n fiir vorgegebene Werte
fi (= f(xi))
hier:

linearer Ansatzfunktionenraum
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p(x;ao, ... an) = Zai%’(ﬂ?)
i=1

Yo, - -+, Pn gegeben. — lineares Interpolationsproblem
Interpolation durch Polynome und stiickweise Polynome (Splines)
Existenz?
Eindeutigkeit?
Fehler?
Satz 6.1

Folgende Aussagen sind dquivalent

i) Zu beliebig vorgegebenen Werten f; gibt es eindeutig bestimmte Werte «; mit

ZOZZ(,OZ(.T]) = fj) j = 0, Lo, n
=0

ii) Zu beliebig vorgegebenen Werten f; gibt es Werte mit

Z@z%(%) = fj7 ] = 07 e,
1=0

iii) Aus

ZO&ZQOZ(.Z']> = O, j: O,...,n

=0

folgt avg, ..., a, = 0.

Beweis: Fiir die Werte «y, . . ., a;, gilt genau dann
Z%‘P(%’) =/
i=0

fiir j =0,...,n, wenn die «; das lineare Gleichungssysten

wo(zo) -+ @n(To) Qo Jo

900<:En) @n(xn) O‘n fn
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erfiillen. Damit lasst sich die Behauptung auf eine fundamentale Strukturaussage tiber
lineare Gleichungssysteme zurtickfithren. [J

6.1 Interpolation durch Polynome

Satz 6.2

Die Stiitzstellen xg, ..., z, € R seien paarweise verschieden. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes Polynom

P(zx) = zn:ai:vi
i=0

vom Grad < n, das in den Stttzstellen x; vorgegebene Werte f; annimmt. Dieses Polynom
besitzt die Darstellung

Pl) = Y ()

mit den Polynomen

- r — T; .
lij(x) = H , 7=0,...,n

Tr; — T
i=0"
i F]
den Lagrangeschen Grundpolynomen zu den Stiitzstellen x, ..., x,.

Beweis: Es ist [;(z;) = 1 und [;(z;) = 0 fiir k& # j. Damit ist

ijlj(xk) = ijajk =fr, k=0,....,n
J=0 =0

also eine Losung des Interpolationsproblems gefunden. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz
6.1. OJ

Beispiel 6.3
Das Interpolationspolynom durch die Wertepaare (=5, f(—=5)), (=1, f(—=1)), (5, f(5)), (1, f(1))
und der Funktion

f(x) = 1752 lautet
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mit

l() (Q?) =

wr e D=0 e ) - D -5).

(=54 1)(=5 — 1)(=5—5) 240

anderer Beweis fiir die Eindeutigkeit:
Gilt

n n

i ~ i .
g QT = g Q= f;, 7=0,....n
i=0 i=0

so hat das Polynom

=0

n~+1 Nullstellen x4, ..., x,. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist daher a; —a; = 0,
1=1,...,n

Newtonsche Darstellung

n
—a0+ E aZHa:—x]
1=

vom Rechenaufwand her wesentlich giinstiger!

Voraussetzung: Fir

m
—a0+ E alH a:—x]
=1

gelte

Pm(.%k) = fk, k= 0,1,...,m
Beobachtung:
Dann gilt fiir jedes Polynom P(z) = P, (z) + a[[}., (z — x;) fiir k =0,...,m: P(z}) =
Jr-

Bestimme daher a so, dass P(x,41) = fry1 ist: also

fm—i—l Pm(xm—i-l) .
H (Tmg1 — %’)

a4 = Qm41 =



Mit ay = fy folgt die Existenz und die Eindeutigkeit der Darstellung.

Beweis: Sie ist der Leitkoeffizient des Polynoms
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Schreibweise: a; = flxo, ...,z
Die dividierte Differenz f[xq,. .., x,,] ist der Leitkoeffizient des Polynoms

m i—1

P () = flwo) + Y flwo, .- xil[[(z — 2)) .

i=1 5=0
Satz 6.4
Das Interpolationsproblem zu den paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg,...,z, und
den Werten fy, ..., f, besitzt die Newtonsche Darstellung

n 1—1
flzo] + Zf[a:o, . ,xl]H(x — ;).
i=1 j=0
Die dividierten Differenzen f[zo, ..., ;] lassrn sich ausgehend von
f[[l?l] :fi, i:O,...,TL
rekursiv tiber die Formel
T ey i — J Ty - T
f[$k7"'7xi] = f[ k+1’ ’ ] f[ k 1]7
Ty — Tk
0 < k < i < n, berechnen.
Beweis: Sei ()7 das Interpolationspolynom zu den Punkten xg,...,z,_1 und (), das
Interpolationspolynom zu den Punkten x4,...z,,. Dann ist
1
P(z) = x—_xo{(x — 19)Q2(x) + (v — 7)Q1(2)}
das Interpoaltionspolynom zu den Punkten x,...,x,,. Sein Leitkoeffizient ist einerseits
flzo, ..., xn] und andererseits
f[$17"'7xm] _f[m[)?"'?xm*l]

Tm — X
woraus die angegebene Rekursionsformel folgt. [
Bemerkung;:
Die dividierte Differenz f[zo, ..., x,,] ist von der Anordnung der Stiitzstellen unabhéngig.
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;fzjl;loxl —Zj

J#i

und damit gegeben durch

il p——

=0

J#i
O

Dreiecksschema zur Berechnung der dividierten Differenzen

xo | flwo]

! f[xl] f[l’o,l’l] = Sflza]—fl=o]

r1—To

Ty | flre]  flr, 2] = —f[xjjiﬁzl] flwo, 1, 22] = —f[ml’xjj:ﬁzo’m

x3 | flas]  floe, @] = % flan, wa, @3] = W flzo, x1, w2, 23]

neues Wertepaar = neue Zeile hinzufiigen.

Beispiel 6.5

Auswertung mit dem Horner-Schema:

P(z) = flzo] + Zf[a:o, o J%]H(ﬂf —zj)

Sn:f[xOV"?:En]

Si:f[x07"'7xi]+(x_xi)si+la Z:n_laao



Satz 6.6
Die Funktion f : [a,b] — R sei (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Das Polynom

P n-ten Grades interpoliere f in dem n + 1 Punkten a =2z <21 < ... <1z, = b
n

Dann gilt in = € [a,b] fir den fehler f(x) — P(z) = f((::)(?) [[(x— =)
j=1

mit einer Zwischenstelle n € (a, b), die von der Wahl der Stiitzstellen der
Funktion f und dem betrachteten Punkt x abhangt.

Beweis: Sei x fest und ohne Einschrénkung x # z; fiir j =0, ..., n.

Betrachte die Hilfsfunktion g() = (f(t) — P(t)) — ([ =) (f(z) — P(x)).
j=0" "

Die Funktion g ist wie f selbst (n 4 1)-mal differenzierbar und verschwindet

in den n + 2 Punkten x und =z, ... , z,,.

Nach dem Satz von Rolle verschwindet ¢’(¢) dann in mindestens n + 1
von einander verschiedenen Punkten, die zwischen je zwei Nullstellen
von ¢(t) liegen.

Entsprechend verschindet ¢” in mindestens n von einander verschiedenen
Punkten aus (a,b) und g™V schlieBlich noch in einem Punkt 7 € (a, b).
Wegen gt (t) = f+D () — ﬁ(";l)'(f(x) — P(x)) folgt daraus die

7=0
Behauptung.
O
Folgerung:
(n+1) n
£(@) = P@)] < Y= T (@ = )l falls |40, = sup |70
J= a<t

existiert. Falls [z — z;] < Kh ist, folgt | f(z) — P(x)] = O(h"*)
fir h — 0+.

Beispiel 6.7
Die Funktion f(z) = In(x) sei in x; = 1+ jh,j =0, 1,2, ... tabelliert.

stiickweise lineare Interpolation

Tj41—T T—T; .
i ) + o= ) fir 2 <o <




70

5 (@ — ) (2 = @ja)| < (5 — ) (B — )| ()]

2
= L@ — )1 F" () |= F(wj — 25)°] — sl <

stiickweise quadratische Inteprolation

Interpolationspolynom zweiten Grades mit den Stiitzstellen x;_q, x;, 241

fﬁrxj—ﬁ<a:<:sj+g.

52 (2 — i) (@ — 2) (@ = 500)| < BIFO @)

h3 h h2
< s—h 8

_rdl2
16 |3

Satz 6.8
Die Funktion f sei auf [a, b] m-mal differenzierbar. Die Stiitzstellen

Z0, ..., T € [a,b] seien von einander verschieden. Es sei flza] = f(zx)

fir k=0,1,...,m. Dann ist f[zg,..., T = A ).( ) n € (a,b).

Beweis: Einerseits gilt nach Satz 6.3 fiir das Interpolationspolynom P zu den

Stiitzstellen x, ... , x,, und jeden von diesen Stiitzstellen verschiedenen
Punkt z :

n i—1 n
f(z) = flwo] + Zlf[xo, A Ho(x — i)+ flzo, ... , T, x] HO(:E — ;)

1= J= J=

s

= P(x) + flxo, ... ,@p, 2] [[ (2 — ;)

7=0
Andererseits ist nach Satz 6.6

f(@) = Pla) + 500 T (0 — )

Daraus folgt

(n+1)
flzo, oy xn, x] = f(Tl)(?)

also die Behauptung fir m =n + 1 und x4, = .

Satz 6.9
Die Funktion f : [a,b] — R sei (n + 1)-mal differenzierbar und P
sei das Interpolationspolynom von f ina=xy <z < ...<x, =b.

Dann gilt fiir m < n und beliebiges x € [a, b]

m m (n+1) e
f(w) = P(w) = gty 11 (e = 65)
]:

mit Punkten 7,6, € (a,b).
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Beweis: Da f(x) — P(x) in den n 4+ 1 Punkten z, ... , x,, verschwindet,
gibt es nach dem Satz von Rolle voneinander verschiedene Punkte

0o, ..., Op_m mit F0(0;) — P (9;) = 0.

Mit der Hilfsfunktion

ot) = (£ (8) = P (o) = (T =40 [ (@) - P (@)

kann man argumentieren wie im Beweis von Satz 6.6 und findet durch

mehrmalige Anwendung des Satzes von Rolle die Fehlerdarstellung.
O

Folgerung:

(n+1)) M
|fm (@) = P ()] < Ak HO (z —06;)|
j=
£ (@) — PO (@)] = 0(h"=+1) falls [ — a,] = O(R)

Verlust einer Fehlerordnung pro Differentiationsordnung!

Bemerkung:
Wertet man die Ableitungen von Interpolationspolynomen an relativ zur Lage

der Interpolationspunkte festen Stellen aus, erhéalt man Differenzenformeln

zur Approximation von Ableitungen.

Beispiel 6.10
Differenziert man das Interpolationspolynom

_ (t—z)(t—z—h) (t—z)(t—x—h) (t—z+h)(t—x)
Pt) = ehmaenen¥(® — M+ aoie—e-n V(@) + e e-a ¥ (@ + )

von y(t) zu den Stiitzstellen z — h,x und = + h, so erhélt man die Ndherung
P'(t) = ...

fir o/ (¢), speziell also die Naherung P’'(z) = W fur o/ ().

Der Fehler ist von der GroBenordnung O(h?).

O

Bemerkung: Neben den Funktionswerten kann man auch die Ableitungen

der Funktion mit interpolieren: dann spricht man von HERMITE-Interpolation.

Beispiel 6.11

Gesucht ist ein Polynom P vom Grad < 2n + 1 mit
P(zy) = f(zg),k=0,...,n

P'(x) = f'(xk),k=0,...,n



Beispiel 6.12
Gesucht ist ein Polynom P n-ten Grades mit
P®) (z;) = f®)(z0),k=0,...,n

72
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6.2 Beste Approximation und optimale Stiitzstellen

Globales Verhalten

Bei Vergroflerung der Stiitzstellenzahl neigen Interpolationspolynome zu

Uberschwungeffekten.

Beispiel 6.13
f@)=lz], 2<2x<2
rj=—24j, 7=0,..,14

Beispiel 6.14
f@) =3, —5<z<5
zj=-5+7j19, j=0,..,14

Definition 6.15
Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist
E.(f) = inf { I2a§b|f(x) — P(x)| | PPolynomn — ten Grades}

Ein Polynom P* vom Grade n heiffit Polynom bester Approximation an f, wenn
max | f(x) — P*(z)| = E,(f) gilt. E, heiit Fehler der besten Approximation.

a<x<b

Satz 6.16

Zu jeder stetigen Funktion f existiert genau ein eindeutig bestimmtes Polynom n-ten
Grades bester Approximation an f.

Bemerkung: Dieses Polynom hangt nichtinear von f ab.

Satz 6.17
Interpoliert das Polynom P, die Funktion f in den Stiitzstellen
a<zy<z<..<x, <bsogilt r£1a§b|f(a:) — P(x)| < (1+ M)EL(f)

Dabei ist A, = max YolLi(2)], l(z) = H% die Lebesgue-Konstante
AST0 j—0 =0 ‘
i£]

des Interpolationsoperators.

Beweis: Fiir alle Polynome P n-ten Grades ist



f(x) = Po(z) = f(x) — P(x) + P(x) = Pu(2)

= [(x) = P(x) + > (P(x:) — Po(x:))li(x)

1=0

= f(z) - P(z) + z (P(z:) — f(2:)li(x)

Damit
|f(z) = Pu(z)| < |f(z) = P(z)| + g%\P(ivi) = f(@)||li(z)|

<[+ ()]~ mas | (@) — Plx)

Bilde nun das Infimum iiber alle P. Dann folgt die Behauptung.
O

”f - Pn” < (1 - )‘n)En(f)

Fragel: Wie verhélt sich E,(f)?
Frage2: Wie verhalt sich \,,?

Fiir welche Stiitzstellenwahl wird A, minimal?

Satz 6.18 (Weierstrafl)
Fiir alle stetigen Funktionen f gilt:
lim E,(f) =0

Satz 6.19 (Jackson)
Ist f r-mal stetig differenzierbar, so gilt fiir n > r + 1:

Ea(f) < 5559 17 )

Satz 6.20
Es gibt eine von n unabhéngige Konstante ¢ > 0 mit A, > 2In(n) — ¢

fiir jede beliebige Stiitzstellenwahl.

Satz 6.21

Bei konstantem Stiitzstellenabstand wachst A, exponentiell.

Satz 6.22
Waihlt man als Stitzstellen die auf das Intervall Transformierten

Tschebyscheff-Knoten.

. — b=a P a+b
Tj== COS( 2 n+1)+ 2
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j=0,...,n,s0gilt A\, < %ln(n) +1

Bemerkung: Interpoliert man eine einmal stetig differenzierbare Funktion

f :[a,b] — R an dne Tschebyscheff-Knoten von Satz 6.22, so Konvergieren

die Interpolytionspolynome P, fiir n — oo in der Supremumsnorm gegen f.

Es gilt nach Satz 6.17 max |P,(x) — f(x)| < (1 — A,)E,(f) und nach

a<x<b

Satz 6.19 E,(f) < C'- —=. Zusammen mit Satz 6.20 also
1P = flle < (1+ 2m( ) 1) -C-1 =0

n+1
fir n — oo.

Berechnung des Interpolationspolynoms

g(t) = f(%%cos(t) + L), t e R
ist eine 2a-periodische Funktion. Berechne die Koeffizienten a, des

trigonometrischen Interpolationspolynoms
(Sng)(t) — > agcos(kt)
k=0

von ¢ in den Punkten
t _ _ 2j+1ln E 7

2 n’
mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation(FFT). Dazu benétigt man

asymptotisch n log(n) Operationen. Dann ist

(%) ()Zaka(b+a — i)

das gesuchte Interpolationspolynom, wobei

Ty = cos(k arccos(z)), —1 <z <1

das Tschebyscheffpolynom k-ten Grades ist. Die Tschebyscheff Polynome
gentigen der Rekursion Ty(x) = 1,71 (x) = z, T (z) = 20 Ty (z) — T—2(2)
die sich mit Hilfe der trig. Identitar cosa + cosff = QCos(aw )cos(o‘ 2 )

leicht beweisen lésst.

Auswertung von ()

Setze o/ = +=x — 222 Ty = 1,11 = 2/, 51 = a1’ + ag
Berechne fir k= 2,3,...,n

Ty = 22Ty — Ty

Sk = Sk_1 + apTy.

Dann ist P(z) = S,
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Wegen |z'| < 1 ist diese Rekursion im Unterschied zum Horner-Schema

stabil und benétigt ebenfalls nut O(n) Operationen.

6.3 Interpolation durch Splines

Definition 6.24
Im Intervall [a,b] seien N + 1 Punkte a =xg < 21 < ... <y =k
gegeben. Eine auf [a, b] definierte Funktion S heifit genau dann m-mal

stetig differenzierbare Splinefunktion k-ten Grades zu der gegebenen

Unterteilung von [a, b], wenn die Einschréankungen von S auf jedes Intervall
[zi, xi11],1 =0,..., N — 1. Ein Polynom k-ten Grades ist und wenn S

m-mal stetig differenzierbar ist.

Bemerkung: Sinnvoll ist nur der Fall m < k. Fir m > k ware S wieder ein
Polynom und durch die stiickweise Definition gewonnene Flexibilitdat ginge

verloren.

hier: Nur 2 mal stetig differenzierbar kubische Splines. Fiir viele

Anwendungszwecke, bspw. in der Grafischen Datenverarbeitung, optimal.

Satz 6.25

Erfiillt die zweimal stetig differenzierbare Splinefunktion .S die Interpolations-
bedingungen S(z;) = f;,7 =0,1,..., N, so hat sie auf dem Intervall

z; < o < x4 die Darstellung.

S(x) = fi22 "+ fi =5 (x )M((%‘H — &) + ()41 — ;) — 55" (w54

Tj+1—Tj Ti+1—Zj Tj+1—Lj
Weiter ist
S'(xy) = LU — (157 (25) + 35" (w41)) (w541 — ;)
S'(wja1) = ZL 4 (357 (w)) + 55" (w551)) (w51 — )

Beweis: Da S”(z) auf [z;,x;41] linear ist, gilt dort
(@) = §(2) EHE 4§ ) 2

Tj+1—%; Tj+1—%j

Damit ist auf diesem Intervall
S(z) = el gy 4 1l (oo, =S (@) + ez — ) + dj(wj40 — T)

6 Tj11—T; 6 11—y

mit gewissen Integrationskonstanten c;, d;.
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Die Interpolationsforderung
S(wj) = 55" (@) (w1 — 2)* + dj(@j0 — 25) = f;

S(@js1) = §5" (@) (@jp1 — 25)” + ¢j(xj1 — x;5) = fim

fithren auf
f.
¢ = 7 — 58" (@) (@41 — 7))
f,
dj = =i — 58" (@) (w1 — ;)

Damit ist fiir « € [z}, xj41]

SI(SL’) = %S//(:Cj+1)—(x_mj)2 _ %S/'(xj)(zj“_r)Q + fiv1—fi

Tjp1—; Tjp1—; Tjp1—;
+(55" () — §58"(j+1)) (w1 — ;)
Wertet man S’ an den Stellen z; und x4, aus, so folgt die Behauptung.

Fir die Funktionen selbst erhélt man die Darstellung
Xj —XT 2

S(@) = 8" (wy) (4= — (00 — ay) (2500 — 7))

+55"(xj41) (Sjiij — (201 — ) (2 — 371‘))

Tjp1—2; Tj41—2;

fir € [z;,2;41], die man um ausloschungseffekte zu vermeiden besser in
der oben angebenenen Form auswertet.

0

Satz 6.26

Erfillt die zweimal stetig differenzierbare kubische Splinefunktion
f die Interpolationsbedingungen S(z;) = f;,j =0,..., N, so gilt fiir
j=1...,N—-1 sz_szS”(ach) + 25" (x;) + L2 6 (15 4)

Tjp1—Lj— Tj+1—Lj—1
_ 6 fivri=fi _ fi=fi-1) _ A o
- Tj41—Tj—1 <zj+1—z]- Tj—Tj—1 - Gf[x]_l’ l‘]’ w]+1:| (2)

Beweis: Aus Satz 6.25 angewandt auf das Intervall [z;_q, x|, folgt
S'(aj) = LE0= 4 (19" (m500) + 39" (25)) (35 — 1)

und andererseits ([z;,j41])
S'(5) = Lle — (357 (a5) + §5" (w511)) (501 — ;)
Daraus folgt
(65" (xj-1) + 58"(x5)) (wj — wjm1) + (38" (x5) + 55" (241)) (w51 — )
_ Jivi=fi iz fia

Tj+1=Tj  Tj=Tj-1




6
Tj+1-T;

oder nach Multiplikation mit die behauptung.

0

Um die Momente S”(z;),j = 0, ..., N und damit den Spline S bestimmen
zu konnen, fehlen nocht zwei Gleichungen. Diese Gleichungen lassen sich nur

aus Zusatzbedingungen herleiten.

Definition 6.27

Eine zweimal stetig differenzierbare kubische Splinefunktion S, deren zweite
Ableitungen in dne Randpunkten a = xp und b = zx

(3) S"(z9) = 0,5"(xn) = 0 erfiillt, heifit natiirliche Splinefunktion.

Satz 6.28
Die Gleichungen (2) aus Satz 6.26 und (3) bestimmen die Momente
S"(xg), ... , S"(x,) eindeutig. Dieses Momentengleichungssystem ist

sehr gut konditioniert. Bzgl. der Maximumnorm als Vektornorm ist
die Norm seiner Koeffizientenmatrix unabhangig von der Intervalleinteilung

durch (3) und die Norm seiner Inversen durch 1 beschrénkt.

Beweis: Sei My = by, My = by und fur j =1,... ,N — 1
T My + 2N+ M = b

Sei weiter M = max |M;|,B = max_|bj]
Jj=0,... ,N j=0,... ,N

Dann ist fir j=1,... ,N —1

J— |p. — Fi1—T L i Y/
Q‘MJ’ - bJ l‘j+1_xj,1M.7+1 xj+1—xj71Mj71

< B+ LM A =M= B+ M

Tj—1—Tj—1 Tj41—Tj—

also

|M;| < 3B+ 3M

Da aulerdem

M| = ool + 1Mo|< 1B+ 101
|My| = 3lbn] + 5| Mn| < 3B+ 5M
gilt M < %B—i— %M oder M < B.

Damit ist das Gleichungssystem eindeutig losbar und die Norm der

inversen der Koeffizientenmatrix durch 1 beschriankt. Wegen
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Tj+1—T;5 +2+ Tj—Tj—1 :2

Tjt1—Tj-1 Tjp1 =1

ist die Norm der Matrix gleich 3.
OJ

Satz 6.29

Ist f: [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und S ein
zweimal stetig differenzierbarer kubischer Spline mit S(x;) = f(z;) fiir
j =0,...,N, so gilt

f\f” )|*dx = f!S” )| dx + f|5” — (@) dx = 2(8"(x) — (@) (@) |z

Beweis: Zunéachst gilt:
b
fIS" )[fdx + fIS” — f"(@)dx = 2[(S"(x) — f"(x))S" (x)dx + flf”

Welter gilt:
b

J(5"(@) = f"(x)) 8" (x)d Ng f+5” — f"(2))5"(x)dx

a

= X [(5) - S @ - 71(5’@) — £ @)8" (@)
~(80) — F)S" @y = T ] (8'0) = £ ()" e

Da §”(x) auf den Teilintervallen z; < z < x;;; konstant ist, gilt

—1%j4+1 N—-1 Tj+1

b J (8'(@) = f(2)) 8" (2)dx = 30 §"(%54) [ (S'(x) = f'(x))dx

j =0 T ]:0 xj

N-1
= 3 S"(HE)[S(x) = [
=0 ’

=0
Einsetzen ergibt die Behauptung.
O

Folgerung:
Fir die Interpolierende natiirliche kubische Splinefunktion S gilt:

flf” IdX—fIS" |d><+f|f” — §"(2)[dx (%)
und damit fir f #+ S

f|f” |dx>f|S” )| Pdx

)|Pdx
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Damit ist S die ”"glatteste” Funktion mit den Werten S(z;) = f;.

Bemerkung:

Der Satz 6.29 legt es nahe, statt der Zusatzbedingung S”(xy) = 0,
S"(zn) = 0. Die Bedingungen S'(zo) = f'(0),5" (zn) = f'(zn) zu
betrachten. Dabei bleiben die beschriebenen Optimalitiatseigenschaften

erhalten.

Satz 6.30
Die Zusatzbedingungen S’(zo) = f'(z0), S"(zn) = f'(zn) sind dquivalent

zu QS”(xU) + Sl,('rl) = mlézo <l‘1 —x0 fO)

S"(a-1) + 28" (o) = b (o — ),

Das Momentengleichungssystem ist auch mit diesen Zusatzbedingungen

eindeutig losbar und die Norm seiner Koeffizientenmatrix durch 3 mal die

Norm von deren Inversen durch 1 beschrankt.

Satz 6.31
Fiir jeden zweimal stetig differenzierbaren kubischen Spline S, der die
zweimal stetig differenzierbare Funktion f in dne Punkten zy < ... < xy

interpoliert, gilt auf dem Intervall [z, x ;1]

Tj+1

15(8) ~ ()] < (ayn =) J 18700~ F(D
/@)~ @l < 1870 — frla

Falls [S”(t) — f"(t)| < k ist, folgt:
|S(x) = f@)] < k(wjn — ;)7
|15"(2) = f'(@)] < K(2j0 — 25)

Beweis: Wegen S(z;) — f(x;) = S(241) — f(zj41) = 0 gibt es nach dem
Satz von Rolle ein n € (z;,x;41) mit S'(n) — f'(n) =0. Fir z; <z < xj44

gil daher [S'(r) — 7/(x)] = |[(5"(t) — f)ael < [ 15(6) — /()
Damit ist wegen S(z;) — f(z;) =0

33]+1

|5(x) |—|f (5'(t) = f/(0)dt] < (241 - f |5"(t) — f"(t)]dx

O

30



Satz 6.32

Ist h die maximale Teilintervalllange, so gilt fiir den zweimal stetig
differenzierbaren kubischen Spline S, der die viermal stetig differenzierbare
Funktion f in den Stiitzstellen z; interpoliert und den Zusatzbedingungen
S'(zo) = f'(x0),S"(xn) = f'(xn) gentigt, die Abschitzung

57 = £l < 32 59

Beweisidee: Man betrachtet das lineare Gleichungssystem
2Dy + Dy = By

B D 42D 4+ LD = By =1, N -
Dyx_1+ 2Dy = By

fiir die Differenzen D; := S"(x;) — f”(x;) mit entsprechenden
rechten Seiten B;.

Eine sorgfaltige Analyse mit Hilfe des Taylorschen Satzes mit
Integralrestglied zeigt:

max |B | < 1h2Hf H
j=

,...

Nach Satz 6.28 ist die Norm der Inversen der Koeflizientenmatrix

des Gleichungssystems durch 1 beschrankt. Daher ist

Zusammengefasst ergibt sich
max |57 (z;) — f"(2;)] < vLCal | FASSA I €
j

gooe

Wir betrachten nun die stiickweise lineare Interpolation
(If") (@) = 52 (@) + 2252 (2y), @y < @ <y

Tj4+1—Tj

der zweiten Ableitung von f. Aus (x) folgt dann ||S” — I f”|| maXN|S”(xj) -

,...

2Ol

Andererseits ist nach Satz 6.6
Lf" =Tl < §h°[|FD]
und damit schliefllich

1" = 1"l < (3 + 5h2) [ 19 = 302159

Folgerung:

Fiir viermal stetig differenzierbares f gilt
1S = fll.. = OhY)

15" = f'lle = O(F?)

15" = f"llo = O(R?)

81
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Satz 6.33
Fiir den natiirlichen interpolierenden Spline (mit den Zusatzbedingungen

S"(z0) = 8" (zy) = 0) gilt fiir j =0,...,N — 1
15" (a;) — F(x )] < LR2|| FD)+ B) 17 (o)l + (3) I (aw)]

Beweisidee: dann definiere die Splinefunktion Sy, und S durch die Bedingungen Sg) (rg) =
1,8 (zn) =0,5.(z;) =0,j=0,...,N

Sg)(xo) =0, S}(%Q)(xN) =1,Sg(z;) = 0,7 =0,..., N und setze weiter

S(x) = S(x) + f"(20)S1(x) + f"(2n)Sr(x)

Fiir den interpolierenden Spline S gilt wegen S”(xg) = f" (o),

S"(zn) = f"(xn) analog zum Beweis von Satz 6.32

Daraus folgt fiir j =0,... , N

15"(25) = £(2)] < B2 FON| + +H @)l [SE ()| + 17 (@) I|SE) (@)

Wie man durch Analyse des Momentengleichungssystems zeigen kann, ist
2 j N—j

5| < (3 s < (1)

OJ




7. Numerische Integration

Problem: naherungsweise Berechnung bestimmter Integrale.

Beispiel 7.1

1
8 In(14x) -
mln2 0 1+z2 dx =1

7.1 Zusammengesetzte Quadraturformeln

b
Zu berechnen sei [ f(x)dx. Gegeben sei eine Zerlegung

1~ %4

a=2z9 <z <..<z,=>0 Dann gilt mit g;(t) = f(Z555 + ¢ 5L

b n—1 Ti4+1 n—1 1
ff(x)dx = ZO f f(l')dX — ;}xi-‘-;—xi j‘lf(zi+;Ci+1 + txi+12—xi>dt

n—lml s 1

1
Idee: Ersetze die Integrale [ g;(¢)dt durch finite Ausdriicke
1

1 n

J9@)dt — > arg(ty)

21 k=0

wobei die a; von g unabhéngige Gewichte und die t; € [—1, 1] von g

unabhéngige Knoten sind.

Endergebnis:

b n—1 n
[y = By o (S5 + 1)

(2

Beispiel Rechteckregel

_flg<t>dt . 2g(-1)

}f(x)dx - :LZ;:(%H — ;) f(xs)

Mittelpunktsregel

)
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fg t)dt — 2¢(0)

[ Fla)dx — z<x — ) f (Bt

Trap(‘zr(‘g(‘l
fg Jdt — g(—1) + g(1)

n—1
ff(x)dx — ;)(xiﬂ - xl)w

Simpsonregel

fg t)dt — $g(—1) + 39(0) + 39(1)

n—1
ff(m)dx — ;“ﬂ%””’(f(xi) +Af (B + f(wig))

Beispiel 7.2

Integral aus Beispiel 7.1

T; = %,z’ =0,....,n

Konvergenz fiir n — co0?

Beobachtung: Fehler Simpsonregel O(i)

< Fehler Mittelpunktsregel, Trapezregel (9(%)
< Fehler Rechtecksregel (’)(;).

Satz 7.3

1
Die auf dem Referenzintervall vorgegebene Formel [ g(t)dt — Zakg(tk)
2

sei exakt fiir alle Polynome vom Grad ¢ — 1 > 0. Die Funktlon f a0 = R

sei g-mal stetig differenzierbar und a = z¢ < ... < x,, = b sei eine beliebige

b n—1 m
Zerlegung des Intervalls [a,b]. Dannist | [ f(z)dx — Y ZHEL=5 3" gy f (S50 4 ¢, S50 |
a i=0 k=0

<CZ Tiy1 — f ’f )‘dX

mit einer von der Wahl der Formel fiir das Referenzintervall abhangigen
Konstante C'.

Hilfssatz: Es gilt
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fg dt—Zakgtk—fK g9 (s)ds

K(s) = 4(1—s)"— ﬁk;oak(tk — )i
mit der abgeschnittenen Potenz
. (t —s)771 fallss <t
(t—s) =
0, sonst

t

Beweis: Nach dem Taylorschen Satz ist g(t) = ijl )(— )(t—f—l)f-l—( o [ (t—s)71gD(s)ds

“1
(Beweis durch Induktion iiber ¢ mit partieller Integration)
+1

also g(t) = il. )+ 1)+ gl ] (6= )90 s)ds

Da der polynomlale Anteil nach Voraussetzung exakt integriert wird folgt:

fg t)dt — Z:Oakg(tk)
= J (oo St e = 1051
}(q 1)'} (t—s)i" ldt) 9(s)ds — j(iakﬁ(tk _S)g—l)g<q)<s)ds

21 \k=0
mit dem Kern

K(s) = 25 (jl" (t —s)?dt — Zak(tk—s)q 1)

k=0

= G (5(1 — )" = I;)ak(tk - 8)3_1)
0

Beweis von Satz 7.3:
Setzt man g;(t) = f(Z55 7571 | gilt nach dem Hilfssatz

—1 m
ff x1+12—x¢ Zakf(xi+§i+l + tk CCi+12—CCi)
=0 k=0
_ Z%Qgi(t)dt - S
1=0 —1 k=0

n—1 1
= Y0 EH [ K (s)g(" (s)ds
=0 -1



mit C' 1= 5 max]K( 1st]fK {9 (5)ds| < 20~

T 1<s<

q) ) )|ds

Tit1—T4 )‘1
2 ( 2 ds

= 210 |0 (2t 4 magem)
21
o qilxiJrl
= 20710 (2T | £ (2)|dx
Summation iiber n ergibt die Behauptung.
O

aquidistante Zerlegungen: x;.1 —x; = h

1}f<x>dx— 5 ﬁa F(Etme )

=0 k=

Tit1

<6’th f | [ (z)|dx

= C’hqﬂf@(x)‘dx

exakt fiir Polynome vom Grad ¢ — 1

= Konvergenzordnung O(h?)

Bemerkung;:

Aquidistante Zerlegungen sind nicht immer sinnvoll!

xz+1

Ziel: (2541 — 1) f!f o)|dx = Tpe

= | Fehler | < ¢

K()nvorgcnz bei Riemann integrierbaren Funktionen
1

ff dX _ = 371+1 L Zakf($z+33z+l + t $2+12 -732)

._ =0

n—1
Ti + @ Tig1 — X4
/f Z Tit1 — ( 5 + + iy +12 )
=0

Riemannsche Zwischensumme

=Konvergenz

7.2 Interpolatorische Quadraturformeln

Ziel: Konstruiere Formeln
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fg Hdt — Sarg(ty)  (+)

k=0
moghchst hoher polynomialer Exaktheit.
Satz 7.4

Gegeben seien die m + 1 von einander verschiedenen Knoten

to, ..., t, € [=1,1]. Dann ist die Formel(x) genau dann fiir alle Polynome

1
n-ten Grades exakt, falls aj, = [ H ti tg dt
Z15=0
g

Beweis: Polynome m-ten Grades haben die Darstellung

P(t) = élk(t)P(tk) k(t) = H Stk t]

J#k

O

Boi%picl 7.5

fg t)dt — agg(—1) + a1g(1)

1
(lozf 1dt—1a1
-1

1

Bemerkung: Die Gewichte a;, lassen sich iiber das lineare Gleichungssystem

Ztkak = ftjdt,j =0, ..., m bestimmen.
“1

Beispiel 7.6
Ist to = —1,t; = 0,t5 = 1 ergibt sich

apg  +a; +axs = 2|g(t)=1

—ag taz = 0| g(t) =t
ao +a, = % g(t) =t?
und damit ag = %, a; = %, as = %, also die Simpsonregel

fg t)dt — g(—1) + 39(0) + 39(1) ,

die auch fiir g(t) = t* und damit fiir alle Polynome 3. Grades exakt ist.

Beispiel 7.7



1
In(14+x
%0 1(+12)dx(: 1)

ri=21=0,....n

Beobachtung: Die Simpsonregel ist ungleich genauer als Mittelpunkt- oder

Trapezregel.

Newton-Cotes-Formeln

1 m

[gt)dt — S arg(—1+k2) (%)
21 k=0

exakt fiir Polynome vom Grad m.

Satz 7.8
Ist m gerade, so ist die Newton-Cotes-Formel (*) sogar fiir alle Polynome

vom Grad m + 1 exakt.

Beweis: Aus Symmetriegriinden ist mit m = 2/

Sang(—1+ 62) = g(0) + Yaralo(~4) + 9(4))

Die Formel ist daher fiir alle ungeraden Funktionen g exakt.
OJ

Bemerkung: Fiir m > 7 treten negative Gewichte a; auf, was die

Brauchbarkeit dieser Formeln dann stark einschrankt.

Satz 7.9

Die Quadraturformel der Form

}1g<t>dt ~ Syt

kann maximal fiir Polynome (2m + 1)-ten Grades exakt sein.

m

Beweis: Das Polynom P(t) = [] (¢t — t;)? vom Grad 2m + 2 kann durch diese
=0

Formel nicht mehr exakt integriert werden, denn es gilt:
1 m

fP(t)dt >0= Zakp(tk)

“1 k=0

U

Satz 7.10

Ist die Quadraturformel

38
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fg Hdt — > ag(ty)
k=0
fur alle Polynome vom Grad 2m + 1 exakt, so sind ihre Gewichte a; positiv.

2
T tr—1;
Beweis: a; = E ay H(q—m)
k=0 =0
i#£]

7.3 Orthogonalpolynome

Gegebene: Skalarprodukt (f, g) f f(x (x)dx auf dem Raum aller stetigen

Funktionen von [a,b] nach R und einer festen Gewichtsfunktion w > 0

Definition 7.11
Die Polynome Fy, P, P, ... bilden ein System von Orthogonalpolynomen,

zu dem gegebenen Skalarprodukt, wenn P} ein Polynom k-ten Grades und fithrendem
Koeffizienten # 0 ist und fir [ # k (P, P,) = 0 ist.

Beispiel 7.12
Ist [a,b] = [—1,1] und w(x) = 1, so erhélt man bis auf Normierung die

Legendre-Polynome:

Py(x) = 7z (£)" (1 - 22)")

Satz 7.13

Zu dem gegebenen Skalarprodukt gibt es eindeutig bestimmte Orthogonalpolynome P
mit fithrendem Koeffizienten 1. Sie gentigen

einer Dreitermrekursion Py (x) = (z — ay) P_1(x) — b2 Py_2(2)
fir k =1,2,3,... mit P_;(z) = 0,Py(x) = 1.

k
Beweis: Fiir £ > 1 gilt ©P,_; = > ¢; P; mit den Koeffizienten
3=0
(@Pr—1,P;) _ (Pu—1,P)
(Pj,Py)y (PP
Da zP; fir j < k — 3 ein Polynom vom Grad < k — 2 und damit ¢; = 0 ist,
folgt P = e P + cp—1Py—1 + cr—2Pr—2

Cj:

unter den gegebenen Normierungsbedingungen also
P, = (x - Ck—l)Pk—l — Cp—2 P2
Da sich 2P, 5 und P,_; wegen der Normierungsbedingung nur durch ein

Polynom vom Grad k£ — 2 unterscheiden, ist
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(Pr—1,2P_2) (Pr—1,Pr_1)
Cl_o = =
k=2 (Px—2,Pr_2) (Px—2,Pr_2) >0

O

Beispiel 7.14
Die Legendre-Polynome geniigen der Rekursion Py(x) = 1,P;(z) = 2 und
(k+1)Pry1(x) = (2k + 1)z Py(x) — kPy_1(x).

Satz 7.15
Das Orthogonalpolynom Pj aus Definition 7.11 besitzt k einfache Nullstellen

im Innern von [a, b].

b
Beweis: Wegen w(z) > 0 fiir a < 2 < b sind ka(x)w(:v)dX = 0 muss P fiir
k > 1 mindestens eine Nullstelle mit Vorzelchenwechsel in (a,b) besitzen.
Seien nun 1, ... , Z,, die Nullstellen von Pj im Innern von [a, ] in
aufsteigender Reihenfolge. Sei
Q) =11t -2
Dann ist Py(x)Q(z) Vorzeichenkonstant und daher

[ Pu@)Q(w)u(z)dx £ 0

Dies ist aber nach Definition von P, nur dann moglich, wenn m > k ist,
d.h. m = k ist.
O

i11terpolat0rische Quadraturformel

fg dt—>2akgtk ak—f]_[tt]dt

J#k

mindestens exakt fiir Polynome vom Grad m und maximal fiir Polynome
vom Grad 2m + 1.

Frage: Lasst sich der Grad 2m+1 erreichen?

Legendre polynome P,k =0,1,2,... von Grad k
ka P(z)dx = 0k, k,1 = 0,1,2,... haben k Nullstellen im Innern des

Intervalls [—1,1].
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7.4 Gauf3sche Quadraturformeln

Satz 7.16
1 m

Es gibt genau eine Quadraturformel [ g(t)dt — > agg(ty) die fir alle
21 k=0

Polynome vom Grad 2m + 1 exakt ist. Die Knoten t; dieser Quadraturformel
sind die Nullstellen des Legendre-Polynoms (m + 1)-ten Grades und liegen im

Innern des Intervalls [—1, 1]. Die Gewichte ay, sind positiv.

Beweis: Jedes Polynom P vom Grad 2m + 1 lasst sich eindeutig in der Form

P(t) = QW) TI(t - t;) + R(1)

0

<

mit Polynomen @) und R vom Grad m darstellen. Es gilt dann:

m

}P(t)dt - }Q(t)ﬂ(t — to)dt + }R(t)dt

-1 7=0 -1

>_arP(ty) = > arR(te)
k=0 k=0
Damit ist die gegenen Quadraturformel genau dann fiir alle Polynome vom
Grad 2m + 1 exakt, wenn sie

1) fiir alle Polynome m-ten Grades exakt ist, und wenn

2) fiir alle Polynome @ vom Grad m

1 m

[QW)TI(t —t;)dt =0 ist.

“1

J=0

Die Bedingung 2) ist aber genau dann erfiillt, wenn die ¢, die Nullstellen des
Legendre Polynoms vom Grad m + 1 sind. Die Positivitat der a; wurde bereits
im Satz 7.10 bewiesen.

O

merke: m + 1 Stiitzstellen
=exakt fiir Polynome vom Grad 2m + 1
=Fehlerordnung O(h*""?)

Beispiel 7.17
Die Mittelpunktregel



fg t)dt — 2¢(0)

ist die GauBlsche Quadraturformel fiir den Fall m = 1.

Beispiel 7.18

1
8 In(1+4x) .
mln2 0 1422 dx =1

Mit 2 Teilintervallen liefert die 4-Punkt Gauflformel der Fehlerordnung 10
bereits den auf 10 Stellen genauen Wert!

Satz 7.19

Fiir die Gausche Quadraturformel

f g(t)dt — kZOakg(tk)

vom Grad 2m + 1 gilt:

) = 55 (242 + 259) < 200 — ) Ban (1)

Dabei ist E2m+1( f ) der Fehler der besten Approximation der Funktion
f : [a,b] — R durhc ein Polynom (2m + 1)-ten Grades.

Beweis: Fiir alle Polynome vom Grad 2m + 1 gilt:

b m
[ f(w)dx — %]gakf(%% + 1750

1[0 — P))dx — 555 S5 an(f — P) (5 4+ 1,59,

k=0

|f(z) — P(a)|dx + %52 E!ak\If P)(“5 + t'5)|

f
< (00 + 5 Slal) max) (@) - Plo)

a<x<b
und daher

b m
)= 50 o (252 4 )|
<(1+3 i ax)(b = @) B 1 (f)

Wegen der Positivitat der ay ist

1+1 Z|ak|—1—|— Zak—1+2f1dt—2
kO kO

0
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8. Gewohnliche Diefferentialgleichungen

Anfangwertproblem 1. Ordnung

Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] x Q@ — R", Q@ C R™ und ein
Anfangswert yy € Q. Gesucht ist eine Funktion y : [a, b] —  mit
y() = f(z,y(2)) fir o < o < b

y(a) = yo

Existenz und Eindeutigkeit(oder lokale Ex. und Eind.)
->Analysis 11

hier: Konstruktion von Naherungsverfahren

Einschrittverfahren

Gesucht: Naherungswerte Y}, fiir die Losungswerte y(xy) auf dem Gitter

a=x9<x1<..<xy=0b (Thpy1 =Tk + hy)

Euler-Verfahren
Tk41 Th41

y(aen) = yloe) + [ v/ (@)dx = ylzp) + [ flzy@)dx ~ y(ae) + hef (e y(er)

Tk Tk

)W) oy () = f (s y(n)

Yit1 =Yy + hif(xg, Yi)

sehr grobe Approximation!

verbessertes Euler-Verfahren
Th41

y(ren) =ylaw) + [ foy(@))ds = y(on) + hef (e + 3he, y(oe + 3he))

Tk

—y(mk+1h)1:y(wk) ~ 1y (xg + %hk) = far + %hk; y(zy + %hk))
Flan+ shiy(es + 3hi)) & fon + 5he, y(oe) + ghif (e, y (1))

Vi1 = Yi + hyef (zi + Shwe, Yo + $he f (21, V)
Einschrittverfahren:
Yie1 =Yy + hid(xg, Yy, hi)

Probleme:

-In jedem Schritt wird ein neuer Fehler eingeschleppt



-Einmal vorhandene Fehler pflanzen sich fort

Definition

Die Funktion y(z) sei also die Losung des gegebenen Anfangswertproblems
und p(x,y, h) die Verfahrensfunktion des Einschrittverfahrens. Dann heif3t
(2, h) = 3 (y(x + h) = y(2)) — p(@,y(z), h)

der Abbruchfehler des Verfahrens in der Losung y. Es ist

y(@ + h) = y(2) + hp(e, y(2), ) + hr(z, b)

Beispiel Euler

T(z,h)li = 3 (y(z + h) —y(@)) — fz,y(2))];
=3yl +h) —y(@) =y (@)

= 34 (y:)h

= 7(h,x) = O(h)

verbesserter Euler:

7(h,z) = O(h?)

Ziel:
globalen Verfahrensfehler max||Yy — y(z)|| durch de Abbruchfehler 7(zy, hy)

abschéatzen.

Satz
Die Verfahrensfunktion des Einschrittverfahrens geniige der
Lipschitzbedingung ||¢(z,y, h) — o(x, 2, h)|| < L||y — 2| fiir alle
y,z € R" h e€l0,H|,z € [a,b— h).
k-1
Dann gilt die Fehlerabschiitzung |y(zy) — Yi| < e2@=9 S |7 (x5, b)) |,
=0

=

k=1,2,...,N.
Beweis: Fir £k =0,1,..., N — 1 gilt:
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ly(zrr1) = Yeo1 || = [[(wzr) + hrp(er, y(zn), he) + et (@r, b)) — (Vi — hasp(@r, Yi, he)) || <

ly(zx) = Vil + hallo(ar, y(zn), br) — o(@, Vi, ha)[| + el |7 (25, B |

< ly(xx) = Yel + haLlly(zx) — Yill + hill7(2x, Ya) |

= ly(erir = Yarr | < " Flly(xr) = Yill + hill7(xx, hi) || (%) wegen

1+t <e' Aus (x) folgt durch Induktion tiber k die Behauptung k& = 0 v/
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k-1

k—k+1: y(zen) — Yeall < emle" =N “hylir(ag, byl + hill7 (2, he) || O
=0
zeL(;erA*a)

SeL(Ik+1 —a) -ﬁohj ||T(a:k,hj)||

k-1
Folgerung: Wegen > h;||7(x;, h;)|| < (zx —a) max 1“7’(33j, h;)| gilt unter der Annahme
2o.scrung- = P

||7(x,h)|| < Kh? mit h = max h; die Abschitzung

k=0,...
Der Fehler strebt also mit der Ordnung O(h?) gegen Null.

Konsitenz (=Verhalten des Abbruchfehlers)
+ Stabilitét (Verfahrensfehler lasst sich durch Abbruchfehler abschétzen)
Konvergenz (mit der Ordnung des Abbruchfehlers)

Euler O(h), verb. Euler O(h?)

klassisches Runge-Kutta-Verfahren
o(z,y,h) = : K1 + 1 Ky + 5 K3+ : Ky

Ky = f(z,y)

Ky = flz+ % y+2K)

K3 = f(x—i-%,y—i-%KQ)

Ky= f(zx+h,y+ hKs)

Fehlerordnung: 7(z,h) = O(h*)

geht fir y/(z) = f(z) in die Simpsonregel {iber.



