Trigonometrische Interpolation - Diskrete Fourier-Transformation

Ziel ist es, periodische Funktionen an dquidistanten Stiitzstellen durch trigonometrische
Polynome zu interpolieren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir
die Periodenléinge mit 27 und beschrinken uns auf den Definitionsbereich [0, 27].

Wir méchten an den n Stiitzstellen
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interpolieren, die im Abstand 2% {iber das Intervall [0,27] verteilt sind. Bei
einer gegebenen Funktion f interessieren wir uns nur fiir die Werte an den
Stiitzstellen. Wir konnen f dann durch den Vektor seiner Werte an den Stiitzstellen
f = (fo, ..., fn—1) schreiben, wobei fj := f(xx).

Des weiteren betrachten wir den allgemeineren Fall, in dem f : [0,27] — C
eine komplexe Funktion ist. Somit sei

fecn
die Auswertung von f an den Stiitzstellen. Bemerke, dass wir auf diese Weise
reellwertige Funktionen gleich mitbehandeln kénnen.
Die Basisfunktionen fiir die Interpolationsaufgabe seien die Spiralen, die sich

0, 1, 2,... beziehungsweise n — 1 mal entgegen dem Uhrzeigersinn um die reele
Definitionsbereichsachse drehen

@ [0,27] = C: 2+ €97

[Bild]
Wir kénnen die Basisfunktionen ebenfalls diskretisieren und ihre Auswertung
an den Stiitzstellen schreiben als

wik = pj(xr)

wobei w,, die n-te Einheitswurzel w, = et ist.
Die Interpolationsaufgabe lautet nun: Finde die Koeffizienten d = (dy, ..., d,—1),
so dass f durch die Linearkombination
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interpoliert wird, also
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sz E djapj(a:k): E dngl = E dje no.
3=0 j=0 j=0

Betrachte dazu das Skalarprodukt (-,-) : C* x C"* — C
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auf dem Vektorraum C".



Lemma 1. Beziiglich dieses Skalarproduktes ist die Diskretisierung (wi°, ..., w%(nfl))

unserer Interpolationsbasis ¢; orthonormal.
Proof. Dies ist leicht nachzurechnen, wenn folgendes Lemma bekannt ist. O

Lemma 2. FEs gilt

ji=1,...n
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Proof. Der nichttriviale Fall ist der zweite, welcher sich als geometrische Reihe
mit endlich vielen Folgengliedern entpuppt:
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Wir kénnen nun den Koeffizienten d; finden, indem wir das Skalarprodukt

von f und (wi®, ..., w" ™), den disketisierten ; bilden (siehe Beitrag zu Pro-
jektionen in Teil 1 dieses Skriptes):
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Die Abbildung f +— d nennt sich Diskrete Foutier-Transformation (DFT)
und die inverse Abbildung d +— f Diskrete Fourier-Riicktransformation oder
Inverse Diskrete Fourier-Transformation (iDFT).



