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Numerische Mathematik I
1. Ubungsblatt: Rechnerarithmetik und Rundungsfehler

Hausaufgaben: (Abgabe Mittwoch 31. Oktober 16:10 - 16:15 in Raum A 053)

Aufgabe 1: (24242 Punkte)
Die Maschinenoperation & kénnen wir durch die Gleichung

@y =(x+y)(1+e)

mit der gewohnlichen Addition in Beziehung setzen. Dabei bezeichnet € den relativen Rundungsfehler.
Handelsiibliche Prozessoren sorgen dafiir, dass dieser relative Rundungsfehler € unabhéingig von x und
y beschrankt bleibt. Es gibt also ein £* so dass die Abschitzung

el < e

erfiillt wird.

(Wie grof8 dieses ist, wird in der ersten Programmieraufgabe bestimmt. Siehe auch erste Ubung und

Aufgabe 3 dazu. Das Doppelte, also 2¢* wird iibrigens als Rechnergenauigkeit oder Maschinenepsilon

bezeichnet.)

Wir wollen nun n Zahlen summieren. Seien dazu Maschinenzahlen x1, ..., z, gegeben und sei durch
51=T1, S, =38,_1Dwy

ein Algorithmus zur Berechnung der Summe s, = >, ; definiert.

Wir wollen in dieser Aufgabe den Fehler exakt abgeschiitzten. €2 darf deshalb nicht gekiirzt werden!

Benutzen Sie bitte keine O-Notation. Fiihren Sie auch alle kleinen Zwischenschritte recht gewissenhaft

aus. Man kann sich bei dieser Aufgabe leicht vertun.

(a) Berechnen Sie fiir n = 1, ...,4 den absoluten Fehler f,, := §,, — s,.

(b) Zeigen Sie: Zerlegt man §,, = s, + fn, so gilt fiir den absoluten Fehler
lful < (1 +e7)" =1 Z |24l
i=1

Diskutieren Sie den relativen Fehler von 3,,.

(c¢) In dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass die berechnete Losung gleich der exakten Losung von leicht
gestorten Eingabedaten z; - (1 4 ;) ist. Zeigen Sie also, dass

n
Sn= mi(1+06) mit (1-e)"—1<§<(1+e)"—1
=1

und dass falls ne* < 1 ist, die Abschitzung

ne*
0] < 1=

gilt.



Aufgabe 2: (242 Punkte)
Stellen Sie ein Neuntel als Bindrzahl dar. Stellen Sie dazu zunéchst neun im Binédrsystem dar und fiithren
Sie dann die schriftliche Division im Binérsystem durch, um das Ergebnis zu erlangen. Benutzen Sie keine
Software dafiir und nur einen Divisionsalgorithmus, den Sie verstehen. Nehmen Sie diese Aufgabe recht
ernst, denn im weiteren Verlauf der Vorlesung (und in der Algebra) bendtigen Sie ein gutes Verstindnis
des Divisionsalgorithmus. Schreiben Sie nun ein Neuntel im IEEE-754-Format fiir einfache Genauigkeit
(single precision). Sie finden dazu Literatur auf der Kurswebseite.

Aufgabe 3: (0 Punkte)

Gilt fiir jede Norm || - ||, dass ||v +w|| > |||v]| — ||w]|]?

Programmieraufgabe 1: (Abgabe in den Rechnersprechstunden bis zum 2. November)
Schreiben Sie Matlab-Programme

e=meps (), m=minimum(), m=maximum ()

die den maximalen relativen Rundungsfehler ¢* (siehe Aufgaben 1 und 3), die kleinste darstellbare
positive Zahl x,,;, bzw. die grosste darstellbare Zahl x,,,, berechnen. Dabei soll £* als die kleinste Zahl
¢ definiert werden, fiir die 1 ® & > 1 gilt.

In den Programmen soll nur benutzt werden, dass intern eine Gleitkommadarstellung basierend auf dem
Dualsystem verwendet wird, nicht jedoch die Lénge explizit im Code oder als Variable einflielen.

Sie konnen zum Beispiel mit if (1+y==1) testen, ob auf 1 gerundet wird und dann y systematisch
verkleinern.

Erkennen Sie anhand der Ausgaben von meps () und maximum() wie grof§ die Mantisse und der Exponent
sind?

Vergleichen Sie ihre Ergebnisse mit denen der entsprechenden MATLAB-Funktionen (eps,realmin,realmax).
Interpretieren Sie die Unterschiede.



